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P R E FAC  E, 

Où-  l’on  fait  voir  ce  que  c’eft  que  la  Gco- 
. nietrie  , quelle  elt  fon  utilité,  ÔÇr 
quels  font'lcs  Principes. 

• 

A S les  Elémens  de  Mathémati’^" 
D S pour  la  iroijteme  fois 

g en  1704,  nous  avons  conftderé  Us 
^ prcprietés  de  îaGrandeur  engéné-‘ 
ral,  détendue  qui  eft  fenftbîe  dans  les  corpsÿ 
enejluneefpece.  Dans  tout  corps ^ou  dans  ce 
qui  eft  étendu , on  diftingue  trois  dimenftons  , 
la  longueur^  la  largeur^  la  profondeur'. 
Ce  font  les  propriétés  de  V étendue  par  con^ 

féquent  des  corps , que  nous  allons  euaminer^f 
non  pas  celles  des  corps  fenfthles , la  dureté^  • 
la  couleur^  le  froid  ^ le  chaud mais  celles  de 
l'étendue  intelligible  , ou  du  corps  entant  qu'il 
eft  conçu  comme  un  Etre  qui  a trais  dimen» 
fions , qui  eft  long , large , £s?  profond,  ^and 
il  n'y  auroit  aucun  Etre  tel  dans  le  monde , tout  ' 
ce  que  nouS‘ allons- dire  des  propriétés  du  corps 
ainfi  conftderé , ne  laiftèroit  pas  d'être  éter^ 
nellementlft  immuablement  vrai’,  car  ce n' eft 
pas  une  matière  Jujeite  au  changement,  qui  eft' 
ici  notre  objet.  Il  ne  s' agit  d'aucun  corps  pat* 
ttculier*,  mais  parce  que  c'eft  pour  ntt  fur  er  la 
7erre  qu'on  s' eft  appliqué  à étudier  tes  pror 
frietés  du  corps  en  général,  on  donn*’  à ces 
Sdémens*  le  nom  de  Géométrie , qui  s'étend  - 
i *'i~  bien^^ 
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l'un  plus,  loin 'qu'à  la  mefure  de  la  Terre;\ 
Comme  elle  découvre  îsi  propriétés  de  rhen- 
due^  elle  comprend  la  connoijfance  de  prefqae^ 
toutes  les  chofes  qui  font  dans  le  Monde  ^ qui  . 
eft  Cajfemhlage  de  tous  les  corps } car  ce  qui 
convient  au  corps  intelligible , qu  au  corps  en  . 
général  y convient  à tout  ce  qui  efi  réellement 
étendu.  Les  Afires  font  des  corps , les  Cieun 
font  étendus.  Leur  difiance  de  la  ferre  ^ leur 
grandeur^  leur  diamètre  fe  me  furent  par  des., 
lignes^  qui  peuvent  aujft  marquer  leurs  meu- 
vemens  i ainfi  V Agronomie  ou  la  fcience.  des  , 
AfireSy  les  operations  {3  les  raifonnemens 
des  Agronomes  ^font  fondez  fur  là  Géométrie, 
La  Gnomonique  efi  un  Art  quitrace  fur  un 
^an  la  rouie  du  Soleif  .en  marquant  leche» 
m 'm  de  Vomhre  que  fait  le  fommet  du  fi'tle  du  j 
Cadran  qui  repré  fente  la  ferre y auteur  de 
' laquelle  le  Soleil  tourne  \ ainfi  les  opérations  . 
de  cet  Al  t font  fondées  fur  la  Géométrie,  La 
Alarintydansla  plus  grande  partie  de  fes  pra~ 
tiques^  efi  une  dépendance  de  V A fironomie.  II  -, 
eft  évident  que  P jtrcbite^ute^  leS  'Fortifica'< 

, Us  Méchaniqms  ^ ont  pour  objet  des  • 
chofei  étendues  i ppr  conféquent  elles  font  ren^ 
fermées  dans  la  fcience  du  corps  en  gêné*  al,  . 
Jl  n'y  a guère  s auire  chofe  dans  Us  corps  con- 
ftdercz  dans  leur  état  nature f que  ce  qui  efi  ' 
dans  % corps  mathématique  c'efi-à- dire  ^ ^ 
feulement  confideré  comme  étendu.  On  a fu- 
Jei.de  croire  que  toutes  Us  quaiitez  flnfibles  du 
• . ’ ‘ corps 
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^^'corps  naturel  ne  font  point  en  lui^  mais  dans 
■ Vame  qui  les  fent  \ on  peut  donc  dire  que  tou- 
te cette  partie  de  la  Philofopbi^  f qu'on  mm- 
' me  la  Pbyftque , »V/Î  qu'ure  Géométrie.  Je 
parle  de  cette  partie  où  U ne  sldgtt .point  de 
' l'efprit  ^ ni  de  fon  union  avec  le  corps  ^ mais  • 
jfmpkment  du  corps.  On  ne  peut  donc  être 
Phyficien  fans  être  Géomètre.  Dans  VOpti-  , 

que  la  Dioptrique  ^ la  Catoptrique  ^ la 
Perfpé£îive  tout  fe  démontre  par  lignes  i 
y généralement  dans  une  bonne  Pbyjîque  on 
^ rend  raifon  de  tous  le^  effets  des  ' corps  en  mon- 
trant. que  ce  font  des  fuites  de  leur  figure^  * 
de  leurs  mouvemens^  qui  s'expriment  par\des 
lignes.  En  un-mot^  la  Géométrie  eft  comme  les 
ilémens  de  toutes  Us  fciences.^  qui  ont  pour 
objet  les  corps, 

JNéanmoins  ce  n'eft  pas  fur  cela  feul  que  je 
fonde  refiime  qu'on  doit  faire  de  la  Géome-, 

J rie  y mais  far  ce  quelle  efl  propre  pourfor- 
-^mer  refprît  y le  rendre  exaEl.^  étendu  (ÿ 
'pénétrant,  -Nous  avons  vu  dans  la  Préface 
du  'Traité  de  îa  Grandeur  ^ l'importance  quil 
y a de  .s'accoutumer  à confidercr  les  chofes 
aU (irait  es  , c'efi-à-dire  , fé parée  s de  toute 
matière  fenftbie  \ 6?,  que  pour  cette  raifort 
^ Pétude  de  ce  Traité  était  avantageufe par- 
ce que  les  véntez  qu'on  y propof oit  étant  ex- 
pliquées fam  figures  leurs ‘idées  fe  préfen- 
toieht  à Vefprit  fans*images.  On  ne  peut 
■voir,  par  l'imagination  que  ce  qui  efi  corps  % 
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ceux  Jonc  qui  ne  font  ufage  que  de  îeurhmiî» 
nation , ne  peuvent  appercevoir  les  chofes  fpi~ 
rituelles.  Ils  ne  croyent  pas  même  qu'il  y -en 
ait  ^ par  ce  qu'ils  n'en  trouvent  point  d'images 
dans  leur  imagination:  comme  lorfque  dans 
les  tenehres  on  cherche  quelque  corps  avec  les 
mains  ^ fi  Von  ne  rencontre  rien  qui  réfifie^ 
on  croit  qu'il  n'y  en  a aucun. 

Il  eft  donc  important  de  s' accoutumer  à voir 
fans  imafes  de  fe  convaincre  qu'il  y a des 
" v/ritez  qui  fe  Conçoivent  autrement  que  les 
corps.  Mais  Une  faut  pas  pour -cela  négliger 
de  cultiver  fon  imagination.  On  en  pesit  mê>- 
me  tirer  an  grhnd  fecours  pour  concevoir  les 
chofes  fpirituelles\  êfi  c'efi  une  nécejjité  dans 
Tétai  où  nous  nous  trouvons , d'y  avoir  recours. 
En  quittant  Dieu  nous  fommes  tombez  dans  les 
corps  il  faut  donc  nous  y appuyer  pour  nous  re~ 
lever  ^ comme  nous  le  fai fons  quand  mus  femmes 
tombez  par  terre.  L'ame  voit  la  vérité  qui  lui 
eft  pré  fente  ^ êft  à laquelle  elle  eft  attentive: 
fnais  les  corps  l'attirent  vers  eux  par  les  im~ 
frefjïons  qu'ils  font  fur  elle , êft  lui  font  perdre 
de  vue  cette  vérité , à moins  qu'elle  n'y  fait  com- 
me attachée  par  les  corps  mêmes  , qui  font  la 
caufeàe  fes  diftr allions  ^ ce  qui  arrive  lorfque 
cette  vérité  eft  exprimée  par  des  ftgne  s f en  fi  b les  y 
qui  tournent  Vame  vers  eux , 6?  l'obligent  de 
voir  la  vérité qu''ils  marquent . Peu  de  perfon- 
fies  f peuvent  paffer  de  ce  fecours.  Il  y ad' ha- 
biles gens  qui  ne  voyent  rien  dans  un  fujeUorf- 
'''''' 
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ju'ih  le  Cùnfiderent  par  les  feuls yeuse  de  Vefprit^ 

(ÿ  qui  après  V avoir  eseprimê  fur  le  papier  ^ 
apperçoivent  tout  ce  qu'il  faut  voir  pour  en 

Ainft  après  avoir  lu  le  Traité  de  la  Grandeür 
en  général s'y  être piccoutumé  à concevoir 
les  chofes  fans  images  y ce  quieft  très  important 
pour  la  Religion  j il  efi  utile  d'apprendre  ici 
comme  il  faut  fe  fervir  de  fon  imagination  , 
qui  n'eft  point  dangereufe  à ceux  qui  fa^nt  dif- 
tinguer  ce  que  Vefprit  pur  conçoit , d*^avec  ce 
qu'elle  préfente.  ^lle  efi  une  four  ce  de  piu^- 
fieurs  erre^rs^lorfqu'on  ne  confulte point  la  rdi-^ 
fon  i mais  aujjî  il  faut  avouer  que  ceux  qui  veu~ 
lent  trop  s^élever  fans  s'appuyer  fur  ce  yuîefi 
fenfthle  ^ font  fort  fujttsà  l'illufon^  (fi  qu'ils 
• s'égarent  fouvent  dans  de  vaines  penfées.  L'a^ 
me  qui  efi  plus  occupée  des  corps  que  des  chofes 
fpiriluefles  ^n'apperçoit  qu'à  demi  celles-ci.  Si 
elle  n'efl  doncréfervée  dans  fes  jugemens  pour 
ne  prononcer  que  fur  ce  qu'elle  voit  \fice  qu'elle 
confidere  n'efi  extrêmement  fimple  ^ comme 
font  les  chofes  qui  ont  fait  le  fujet  du  Traité  de 
la  Grandeur  , elle  fe  trompe  facilement.  Dans 
les  auircs  Sciences  abflraites , l'erreur  y efi  tou^ 
jours  à craindre  j on  efi  obligé  de  fe  contenter 
des  vraifembîances  : ce  qui  n arrive  pas  dans 
■*  celles  qui  font  aidées  de  l' imagination , comme 
la  Géométrie , dont  les  Théorème  s frappent  l'ef- 
prit  trerp  vivement  pour  s'y  tromper quand  oh 
des  confidere  avec  un  peu  d'attention.  La  véri- 
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tê  ou  làfaupté  y paroiffent  trop  évidemment^ 
four  être  eonfonaues. 

On  trouve  dans  la  Géométrie  des  modèles 
qui  r.e  peuvent  tromper,  des  démonftraîions 
glaires  convaincantes.  Elle  apprend  la  mé- 
thode  de  conduire  C^prit  de  véritez  en  véri- 
tez.  On  y voit  des  exemples , comme  dans  la 
recherche  des  Sciences  ilfautfefervir  des  pre- 
, mleres  connoijfances  qu'on  a acquifes  ^ottde  cel’ 
les  qui  mus  font' naturelles , pour  aller  plus  loin, 
U art  le  fecret  des  Sciences  ne  confident  qu'à 

déduire  des  premières  vérit^  que  Dieu  a mi^ 
fes  dans  notre  .ame , les  confié quencec  dont  elles 
renferment  les  principes,  deji-à~dire,  à mé- 
■ nager  la  Science  naturelle  i ce  que  ies  Géome^ 
très  font  admirablement , comme  nous  l'allons 
faire  voir,  en  découvrant  en  même  tems  les 
principes  6?  les  fondement  de  la  Géométrie., 
ce  qui  fervira  de  difpofiîion  pour  la  compren- 
dre avec  plus  de  facilitée 

Dans  la  Géométrie , comme  dans  toutes  les 
.autres  Sciences ,on  ne  fe  trompe  point , quand 
'on  raifonne  fur  des  idées  claires , qu'on  ne  dit 
que  ce  que  I on  conçoit.  La  Géométrie  a cela 
de  particulier,  que  les  principes  fur  fef quels 
elle  eft  fondée  font  en  très  petit  nombre.  Elle 
ne  parle  que  de  chofes  ftmples  , faciles  àcon- 
noitre , ou  de  celles  qui  en  font  des  fuites  nécef- 
faires  (3  évidentes.  Les  idées  de  la  ligne  droi- 
te,dos  cercles , dont  elle  s'occupe  d'abord, 
font  clams.  Les  véritez,  fur  lefquelles  elle 
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s*appuye-^  JÊkt  inconteftabîes  , 6?  cotinifts  de 
tout' le  monde',  £s?  c'efi  à elles  qu'on  peut  r/* . 
duire  tout  cequ'eÏÏe  entreprend  de  démontrer. 
On  neprut  ignorer  ni  contefler^  qu'unt  choie 
lié  peut  pas  être , & n^étre  pas  dans  un  meme 
' tems  ; d'où  il  s'enfuit  ^ que  ptiifque  le  tout  6?  (es 
parties'  prif es  en/emble  ne  font  qu'une  même 
ehofe  ,ilfaut  que  le  tout  Toit  égal  à ics  parties  ; 

, car  autrement  la  même  chofe  feroit  Ô ne  fe- 
rait pas,  De  ce  principe  on  tire  encore  cette  con- 
féquence,  qu'il  faut  queàt\X7L  grandeurs  éga- 
les à une  même  grandeur,  foient  égales  en- 
tre elles  ; car  ces  trois  grandeurs  ne  (ont  qu'une 
mêmeebofe-,  ainfi  fi  elles  étaient  inégales  entre 
elles , elles  fer  oient  ne feraient  pas.  On  peut 

de  même  rapporter  à ce  principe  les  quatre 
Axiomes  fuivans. 

Si  à des  grandeurs  égales  on  en  ajoute 
d’cgales,  les  touts  feront  égaux. 

Si  de  grandeurs  égales  on^n  ôte  d’égales  ^ 
les  rciles  feront  égaux. 

Si  de  grandeurs  inégales  on  en  ôte  d’égales^ . 
les  reftes  feront  inégaux. 

Si  à des  grandeurs  inégales  on  en  ajoute 
d’égales,  les  toufs  feront  inégaux. 

Ces  Aximes font  fondez  fur  ce  que  les  touts 
égaux  ont  des  parties  égal  s , les  inégaux  des 

P aiies  inégales.  Or  fi  Us  touts  égaux  n' avaient 
pas  des  parties  égales , ils  feraient  (fi  ne  fe- 
rment pas. 

De  C£S  véritez  fuivent  me  infinité' d'autres 

* J, 
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•ùerite%  j par  exemple , que  les  mîiticz  de  deux 
touts  égaux  font  égales,  (?«  les  doubles  de 

ces  touts  font  égaux , C?*  les  tiers  de  deux  - 
touts  égaux  font  égaux , ou  que  les  triples 
de  deux  touts  égaux  font  égaux  5 ai»Ji  des 
quarts  ^ des  quadruples d'une  inanité  de 
jfemhlabîes  Propofitions, 

■Lesvéritez  futvanies  ^ bien  qu'elles  foient^ 
four  ainjt  dire  , grojjîeres  ^font  des  four  ce  s très 
fécondes  de  plujîeurs  démonflr.utions , f avoir ^ 
que  le  tout  eft  plus  gran^qu’unc  de  Tes  par- 
ties ; que  ce  qui  clt  contenu , ou  renfermé 

dans  une  grandeur,  ne  peut  être  plus  grand 
' que  cette  grandeur,  ^ue  deux  grandeurs 
qui  conviennent  en  tout,  lorfqu’on  les  po- 
fe  l’une  fur  l’autre,  font  égales. 

C'efl  fur  ce  principe ^qu'\mt  chofenepeut 
.pas  être,  & n^êtrcpas,  que  les  Çéometres  fe 
fondent^  lorfqu' ils  tirent  leur  preuve  de  la 
conflruélion  ^ ou  de  la  fuppojition  qu'ils  ont 
faite^c'efl’à  dire, qu'on  ne  peut  pas  conte  (Ier 
leur  conclufion , à moins  qu'on  ne  dife  qu'une 
chofe  peut  être , £5?  n'être  pas  en  même  tems^ 
ce  qui  ejî  abfurde»  Car  leur  conclufion  e fi  une 
fuite  fi  naturelle  de  ce  qut  a été  fait , que  fi 
çetie  conclufion  ne  fuit  pas  fil  faut,  que  la  cho- 
fe nuit  pas  été  faite  comme  on  l'a  fuppofél 
T^ous  ces  principes  ne  ro'-t  dans  le  fond  que 
'celui-ci , qu’on  ne  fe  trompe  point , quand  on 
raifonnc  fur  des  idées  claires,  qu’on  ne  dit  que 
ce  que  l’on  conçoit , Mais  la  difficulté , ertfi  de 
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^4.  , 

4sfilngutr  les  idées  qui  font  veritahîemeHi  cUi' 
res^  tsf  les  chofes  qui  fe  peuvent  concevoir, 
■Comme  Je  l'ai  dit^y  celles  qui  font  le  fujet  de 
la  Géométrie  font  Jiinples  ^atfées  à cojinoitre^ 

' à diftinguer.  U idée  du  corps  eji  claire  : les  Géo- 
mètres ne  confiderent  que  fesdimenfions-^  dont 
la  notion  efi  très  claire,  Perfonne  ne  peut  igno- 
rer les  protrietez,  générales  de  rétendue , non 
plus  que  ces principesjiéHéraux ,^dont  nous  ve- 
nons de  parler.  On  fait  ce  que  c'efl  que  d'être 
étendu , long  , large  ^ profond  j c*efl  le  feul 

uf âge 'que  les  Géomètres  ont  fait  decesconnoif- 
.fances^  qui  leur  a fait  découvrir  une  infinité 
^ de  véritez^  cachées  au  rejie  des  hommes  j preu- 
ve évidente  ^que  fionufoit  bien  des  premières 
' connoiffance  s naturelle  s fi  on  alloit  par  or- 

dre comme  ils  font ,,  on  ferait  d'admirables  pro- 
grès dans  les  Sciences.  On  ne  les  acquiert  que 
par  ce  moyenne' efi  pourquoi  les  premières  étu- 
, dis  n'étant  que  pour  apprendre  comme  il  faut  - 
étudier  dl  n'y  a point  de  Science  plus  propre 
pjur  les  premiers  exercices  que  la  Géométrie, 
Mais  peur  cela  il  faut  qu'elle  fait  traitée 
^vecméthode,^  ce  que  ne  fait  pas  Euclide.  Il  n'a 
penfé  qu'à  ranger  [es  Propofitions , de  maniéré 
qu'elles  fe  ferviffent  de  preuves  les  unes  aux 
Mutres } en  quoi  il  a féuffi.  La  vérité  fe  trot^ 

■ vt  dam  fes  Elémens  j mais  au  refie  tl  ÿ 'a  tant 
de  confufion  .^que  bien  loin  de  donner  à l'ef prit 
Xidée^  tegiÂt  du  v^'^ttuble  ordre  ^ ils  ne  peu- 
vent au  contraire  que  fuccoutumér  au  def^- 

*6  dre 
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f3  'àU  confufion , comme  s* en  plaint Mov^ 
fteur  Niiole  dans  la  Préface  des  Elémens  de 
Géométrie  de  Mmfteur  Arnaud^  qui  furent 
imprimez  pour  la  première  fois  en  \66j, 

C'efi  dans  ces  Elémens  de  Monfieur  jîrnaud 
qu-  on  trouve  cet  ordre  nature  f qui  n'efi  peint 
dans  ceuic  d'Eucïide.  S'il  eût  traité  des  Soli- 
des , Je  n'aurois  peut-être  jamais  penfé  à tra- 
vailler à de  nouveaux  Elémens.  te  fut  pour 
y fuppléer  que  j'en  eus  la  première  penfée.  Je 
traite  en  ceux- ci  ce  qui  regarde  les  Solides  y 
d* une  maniéré  beaucoup  plus  étendue  que  ne 
fait  Euclide  f es  Commentateurs  \ car  j'y 

comprends  ce  qu' Arcbimede  a démontré  de, 
plus  conjiderahle  touchant  les  Cylindres^ 
les  Cônes  (d  la  €pbtre. 

J'ai  prit  à tâche  d'expliquer  tout  Eu cUde ^ 
h la  réferve  du  feptienit , du  huitième  (d  du 
neuvième  Livre, ^qui  ne  traitent  que  des  nom- 
bres , ce  qui  d apartient  pas  à la  Géométrie. 
Je  n’ai  aufji  voulu  groffîr  mon  Ouvrage 
de  toutes  les  Prupo/îtions  de  fon  dixième  Ltvre^ 
parce  qu'on  ne  le  cite  guet  es  > êÿ  que  ce  qui  y 
efi  d'ufage  fe  peut  expliquer  en  peu  de  page^^ 
, comme  je  croi  l'avoir  fait.  Ses  Elémens  font 
comme  la  clef  commune  à prefque  tous  les  Li- 
èvres de  Mathématiques'.  Onïçscite  par-touty 
ce  qui  oblige  de  les  [avoir.  Nous  n'avons  de 
lui  que  les Propojitions  qui  fonidans  fes  Elé- 
meas  l ies  démonflrations/ont  de  Proclus.  Âinji 
pardonner  pnEucUfieyH  n'efiqueflm  q^e  de 

• rapj‘^ 
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-rapporter  fis  Propofitiom.  L'esepêrîence  feres 
■^oir  que  le  feul  ordre  que  je  leur  donne , en 
facilite  la  démonflratLn.  j c*efi  pourquoi  j'ef- 
pere  qu'on  apprendra  ici'  Euclide  avec  heau^ 
,£Oup  plus  de  facilité  qu'en  aucun  dejes  Cutnmen~ 
teneurs  > outre  que  mon  Ouvragée  fl  plus  courte 
quoiqu*tl  contienne  plus  de  chofes. 

Je  le  dtftribue  félon  les  trois  dimenfions 
■qui  fe  difiinguent  dans  le  corps  avoir  ^la  /««- 
gutüy  ^la  laifear^  ^ la  profondeur  ou fohdité. 
Dans  le  premier  Livre  jeconjiàereles  proprie- 
.tez.de  la  première  aimenjîony  me  bornant  en- 
core à la  longueur  ^qu%  ef  une  ligne  ^ ou  droite 
.ou  cirUtulaire.  Ces  ligne  s étant  plus  fimplest^ 
j>ltt$' faciles  à connoitre , V or  dre  demande  qu'on 
' commence  par  elles  qu'on  réferveàunau- 

.ire  lieu  de  parier  des  autres  lignes  .^  qui  font 
plus  compfées^t3  ^ui  ont  des  proprietez plus 
.€achées.  Dans  -k  fecohd  Livre  je  traite  de  la 
Jeconde  dimenfion , 6?  fe  n'y  parle  pour  la  mê- 
me raifon  que  des  largeurs  eu  fur  face  s qui  font 
des  plus  fimples  5 c'ef -à-dire^  dei  fur  faces  droi- 
tes qu^on  nomme  plans  ^ qui  font  bornées  par 
des  lignes  droites  ou  par  des  cercles  Dans  le 
truifieme  Livre  jfapphque  aux  lignes  les  pro- 
prietez de  la  grandeur  en  général^  qui  leur 
conviennent,  Jinf  cette  nouvelle  Edition  ne 
fuppofe  point  ahjolument  qu'on  ait  vu  les  Eli- 
■ mens  des  Mathématiques^  ou  Traité  de  la 
Grandeur  en  général  Par  conféquerit  on  peur-. 
. ra  fommjsnur  l'étude  des  Mathématiques  par 
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.,fes  Elémens  de  Géemetrie  m efpere  y trou- 
mr  plus  de  facilité.  Vans  le  quatrième  14vre 
f explique  ce  qui  regarde  les  raifons  6?  les  pre^ 
\,poi  tiom  des  lignes  droites^  de  s cercles , Ï3  des 
•fur faces  droites , m des  plans.  Dans  le  cin^ 
quieme  je  traite  de  la /olidité. 

Comme  mon  principal  dejfein  efi  de  contre^ 
huer  à rendre  Ve fprit  exadl  Is  pénétrant  ^ à 
qqoila  Méthode y^ue  les  Géomètres  appellent 
Ànalyfe , efi  particulièrement  Utile  $ je  tâche 
dans  le  fixieme  Lifvre  de  donner  une  idée  de 
cette  Méthode  ^appliquant  à la  Géométrie  ce 
que  f en  ai  dit  ailleurs  par  rapport  à la  Gran» 
deur  en  général.  Je  fais  voir  comrmpt  Von 
peut  porter  loin  les  premières  connoijfanm  de 
. la  Géométrie  en  même  teins  je  propoje  des 

eÿais  de  cette  Méthode  fur  quelques  PreÙêmes, 

Je  n'aiparlé  dans  ces  Elémens  que  de  la  ligne 
. droite  circulaire , y des  folides  compris,  fous 

des  fur  faces  planes  ou  fphériques , qui fefont  par 
le  mouvement  de  ces  deux  lignes  Mais  j'ajoute  à 
la  fin  une  Introduction  aux  Sections  C oniques, 
qui  fer  vira  de  premiers  Elémens  pour.le  s lignes 
courbes , (fi  les  folides  qu'elles  forment. 

' Ce  n'efi  donc  point  en  retranchant  de  cesElé-  , 

mens  des  chofes  nécefjaires , que  je  lésai  tendà 
courts } mais  en  prenant  des  voyesahregées^par 
oit  je  mene  tout  d'un  coup  à la  vérité.  Je  tire 
mes  démonftrations  de  la  notion  de  Iq.chofe  mê~ 
mtâontje  parlefde  forte  qu' avec  un  peud'dt» 
Untionà  cette  notion sOn  découvre  loi-même Ja  ^ 
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PREFACE. 

^êmonjiratîon»  Il  n'j  a dans  mes  Elémem 
^li'un  petit  nombre  de  théorèmes  fondamen- 
taux. ^uand  on  les  aura  compris.,  les  autres 
•qui  n* en  font  que  des  Corollaires  ^c'eft- à- dv  e^ 
des  conf  ^quences  évidentes  y ne  feront  plus  diffi- 
,ùles.  Enfin  ce  quijonnera  de  la  facilité  pour 
entendre  6?  retenir  ce  qu'on  vadire yc'efi  que 
tomes  les  matières  font  rangées  foüs  des  chefs 
qui  les  Ijent , en  font  un  corps  de  dourine, 

J* ai  travaillé  de.  nouveau  cet  Ouvrage  y 
ayant  reconnu  qu*tl  pouvoit  fervir  à former 
l'efprit  Ifi  le  coeur.  C'efi  Dieu  qu'il  faut  re- 
■garder  en  toutes  chofes^éfi l'étude  de  la 'Géo- 
métrie y doit  porter.  On  y trouve  de  grands 
fujets  de  penfer  à lui.  Tout  ce  qu'on  voit  de 
beau  dans  cette  Science  louchant  les  figures  , 
leurs  raifons  (fi  leurs  proportions , fe  remar- 
que enfuit e dans  les  Ouvrages  de  la  Nature  \ 
ce  qui  donne  lieu  d' admirer  celui  qui  en  efi 
f Ouvrier.  Il  n'y  a point  de  petit  corps  qui  ne 
foit  capable  de  toutes  les  figures  dé  Mat  héma- 
clique felo'o  qu'on  concevra  qup  fa  matière 
feraaifpofée.  Ces  figures  ont  toutesleurspro- 
prietez.  L'efprit  peut  par  cpnféquent  décou- 
vrir  en'chaque  corps  un  nombre  infini  de  véri- 
tez  fur  prenantes , lorfqu'U  le  confidere  avec 
ordre  j c' efi- à- dire  y-s' il  faif  les  confiderations 
.■que  peut  faire  un  habile  Géomètre  y (fi  fil 
applique  à ce  corps  tout  ce  que  là  Géométrie 
£hfeigne.  . ^ 

fetinbien  d'admirables  véritez  verrions- nous 
• . dons 


;p  R E F A C E. 

donc  en  Dîeu^  fi  nom  V étudiions  autant  que 
nous  fat  font  les  corps  ? Nous  n'y  voyons  prefque 
' rien , parce  que  notre  efprit  ne  peut  s'appliquer 
autant  de  tems  dt  lui , qu'il  fait  à la  matière* 
Mais  combien  de  cbofesles  Saints  découvrent^ 
ils  en  fa  Divine  Effence  , qui  efi  la  caufe  de  la 
fécondité  de  la  matière  ? Et  fi  la  connotjfance 
des  véritez  que  la  Géométrie  nous  enfeigne 
donne  tant  de  contentement  ^ quel  efi  le  plaifir 
des  Bienheureux  qui  voyent  des  vérihz  d'au- 
tant plus  excellentes , ,que  Dieu  furpafi'e  infi- 
niment les  Corps? 

Ainfiyoutre  le  plaifir  fpirituel  que  donnela 
' Géométrie , pour  infinuer  du  mépris  pour  les 
Vüluptez , £s?  parrlà  nous  rendre  plus  propres  - 
pour  la  Morale  de  l'Evangile , qui  efi  enne-  ■ 
mie  de  ces  volupté z : outre  qu'elle  difpofe 
Ve/prit  pour  toutes  les  Sciences , pour  celles 
mêmes  qui  font  élevées  au-àejfus  de  la  matiè- 
re , dont  elle  le  rend  capable  | elle  nous  fait  ’ 
encore  conmitré  quelle  efi  la  vafie  étendue  delà 
Science. que  pojfedent  ceux  qui  vajént  Ditu^ 

{Â  de- quel  plaifir  ils  jomffent  en  découvrant 
tant  de  véritez  dans  la  Divine  Effence.  Par 
oonféquent  la  Géométrie  pourrait  donner  un 
■ plus  ardent  defir^  de  pojffeder  Dieu , que  de 
devenir  Géomètre  , fs  oftl'étudioit  avec  l'ef- 
prit  qu»  je  le  prie  lui -même  de  donner  à 
Xüux  qui  f e ferviront  dé  mon  Ouvrage* 

\ 
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dû  Livre  fepHeme  de  fa  République , tou- 
chant.  Veucilîencè  £5?  V utilité  de  la  Géff- 
metrie.  . . • 

VOus  voyez  donc,  cher  Ami,  que  les 
Matliémadques  font  néceffaires , puif- 
qu’elles  nous  obligent  par  chtt.exààHude ^ 
dont  elles  donnent  P habitude , de  faire  ulage  de 
notre  efprit.  C’eft  certainement  ce  qu’elles 
font  ; & c’eft  une  chofe  remarquable , que 
. tous  les  hommes  étant  capables  par  leur  na- 
ture de  railbnner,  & de  comprendre  toutes 
les  Sciences , -ceux  qui  ont  moins  d’ouvertu- 
re , s’ils  étudient  cette  Science , quand  elle 
leur  feroit  inutile  pour  toute  autte  chofe,  ils 
«n  retirent  ce.t  avantage , que  leur  efprit 
devient  plus  ouvert;  car  il  n’y  a*  point  d’é- 
, tude  qui  l’exerce  plus , & qui  la  rende  autant 
aapabie  d^ attention;  auflî  C’eft  à cette  étude 
qu’il  faut  appliquer  ceux  en  qui  on  rêmar-- 
que  un  efprit  qui  mérite  d'être  cultivé. 

f 
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huitième  Livre  des  ^eftions  fympo* 

• JiaqueSy  ^uefiion  fécondé.  * 

T>  Laton  loue  la  Géométrie,  parce  qu’el- 
-*•  le  détache  des  fen§ , auxquels  nous  nous 
donnons  entièrement,  & qu’elle  nous  tour- 
• ne  ver«  ce  qui  intelligible  & éternel,  dont 
la  connoi (Tance  eft  la  fin  de  la  Philofophie,, 

‘ comme  la  vue  claire  des  Myfteres  eft  la  fin  de 
ceux  qui  s’y  font  initier.  La  volupté &. la 
douleur  font  comme  un  clou,  qui  attache  fi 
fortement  TAme  au  Corps  , qu’elle  en  de- 
vient dépendante:  les  chofes  corporelles  lui 
deviennent  ainfi  plus  claires , parce  qu’elle 
en  eft  plus  touchée.  Elle  ne  juge  donc  point 
des  chofes  par  la  lumière  de  la  raifon,  mais 
par  les  impreflions  qu’elle  reçoit  de  Ton  corps. 
La  force  xle  la  douleur  ou  des  .plaifirs  , tait . 
i qu’elle  ne  devient  fenfîble  qu’à  ces  perpé- 
tuels & divers  changemens  des  chofes  corpo- 
relles qui  agilTcnt  fur  elle;  ain(i.clle  s’aveu- 
gle , & perd  cette  lumière  infiniment  plus 
précieufe  que  les  yeux  du  corps,  étant  feu- 
le capable  de  nous  faire  ^percevoir  la  Natu- 
re Divine.  Lÿ  Géométrie  eft  comme  un  mi- 
roir poli,  oü  l’on  voit  des  vertiges  & des 
images  des  chofes  intelleéluelles  , vers  lef- 
quelles  elle  tourne  l’efprit,  après  Tavoir  com- 
me purifié  & dégagé  de  la  fervitude  desfens.' 
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Axiome. 

♦ 

ON  appelle  Axiome  une  vérité  claire  & con- 
fiante,qu’on  connoit  fans  étude, dont  tout 
le  inonde  coiTvient. 

Demande  OU  Propojition  évidente. 

C’eft  une  Propofîtion.  qui  n’eft  pas  connue 
avant  qu’on  l’étudie,  mais  qui  le  devient  aufli- 
tôt  qu’on  y fait  attention  ; qu’on  a ainfi  droit  de 
demander  qu’on  reçoive  comme  inconteftable^ 
J’appelle  plus  volontiers  Propojuion  évidente , ce 
qu’on  nomme  Ordinairement  Demande  \ par- 
ce que  ce  motn’eftgueresFrançoisdansle  lens 
que  lui  donnent  les  Géomètres. 

Définition.. 

C’efl  unePropofition  qui  détermine  l’idée 
d’un  mot  ; ou  qui  donne  une  notion  dif^indte* 
de  la  chofe  qu’on  veut  que  ce  mot  fignifie. 
Théorème. 

On  nomme  ainfî  une  Propofition  dont  ilfâut 
démontrer  la  vérité. 

Problème. 

C’eft  auiîlune  Propoütion  qu’il  faut  démon- 
trer; mais  dans  laquelle  il  s’agit  de  faire  quel- 
que chofe , & de  prouver  qu’on  a fait  ce  qu’on 
avoit  propofé  de  faire. 

Lemme. 

C’eft  une  Propofition  qui  n’eft  au  lieu  oîi  elle 
eft , que  pour  fervif  de  preuve  à d’autres  qui  fui- 
vent. 

2.  C»- 
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CàroUaîre. 

C’eft  une  Propofîtion  qui  n’efl  qu’une  fuite--:- 
d’une  autre  précédente. 

NOTES. 

Cettemarque— h fignifie /?■/«/.  , c’cîl  ' 

A f lus  B, 

Celle-ci  — fignifie  moins.  A — B , c’en;  A i 
moins  B. 

» C’eftia  Tiarque  de  Y/^alitd.  Ç x>  D figni- 
fie que  C efl:  /^al  à D.  Mais  l’on  fe  fert  aujour-  - 
d’hui  plus  communément  de  cette  marque  = . . 
C =z  fignifie  que  C eft  égal  h D. 

7^  Plus  grand. 

^ Plus  petit. 

X Par.  Ocîï.  le  figue  de  la  multiplication,  . 
Comme  Ax  D fignifie  A multiplié  par  D. 

fup.  Supra  ou  ci-dejfus, 

l.  Livre. 

».  Nombre.  On  met  des  noftibres  dans  les  . 
ma^es  de  cet  Ouvrage,  qui  .fervent  à trouver 
les  rropofitionsqu’onallégue.1.2.  n.6.  c’eft  à 
dire:  Livre  fécond,  nombre  fix.  Si  l’endroit  oh 
l’on  renvoyé  eft  du  même  livre,  on  cite  lenom-  - 
bre  précédent  qui  eft  à la  marge  avec  cette  note  • 
fup.  Ainlî  fup.  «.5.  c’eft-à-dire:  -• 

bre  cinquième. 

Prop  Pro/^çAt/ûw.I.orfquelaPropofitionqu’on  ' 
fait  fe  trouve  dans  Euclide,  on  marque  l’endroit  : 
de  cette  v[\zmtr^'.Eucl.Lprop.-j.  C’eft-à-dire: 
Euclide  livre  premier,  propojition  fePtieme. 

Les  autres  notes  qui  font  dans  l’Ouvrage  font 
expliquées  dans  les  lieux  oli  l’on  commence  de 
s’en  fervir.  Afin  qu’on  s’accoutume  à l’ufage  de 
ces  notes , je  m’en  fers  ici  cnpropôfant  les  vé- 
ritez  fuiyantes. 

AXIO- 
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. A X I O ME  s O U V E R I T E Z' 

claires  & connues. 

Premier  Axiome. 

• panier  ' 

^ Ainfi,ri  AJl  b font  lc«  parties  d’une  ligne  que 
je  nonme  A ou  de  toute  autre  grandeur,  ce  tôut 
xf que^  pris  féparément. 

Second  Axiome. 

t»f4>bT  P‘rtUstrifis 

Si  /-y  & fi  font  toutes  les  parties  de  X,  il  eft-  - 
évident  que.f^fi,c’eft-à-dife  A avecfi,eft  égal 
à A . Ce  qui  s exprime  ainfî  A-^^-B'zzX.  ^ . 

Troifieme' Axiome.  - 

r *j  à.  une.  même  grandeur 

jüHt  égales  entre  elles.  >.  ^ ^ 

Suppofé  que  ^ = Z & fi  Z;.G’eft-à-dire  que 

A&B  font  deux  grandeurs  égales  On  exprime 
amfi  ce  raifonnement:  Si  ï^~Z  dc.fi — / • ou 
ce^uieftlamêmechofe^^^^^^ 

A _ B. JG  me  ferviraifouvent  de  cette  exoref- 
Ijon:  qu  on  y fafledoncattentiori.  Onpeutjoii 
dre  à cet  Axiome  ceîui‘Ci  qui  a’eftpas  moins 

f àfivtoutegraSdeurpiSs  - 
grande, ou  plus  petite  que  fi,  fera  plus  grande 
ou  plus  petite  que  /f.  ^ ^ ' 

, , Quatrième  Axiome.  ' 

St  a des  grandeurs  égales  on  en  ajoute  dPéga* 

%éeé!^‘  /»»>»«  . 

Si  //  = B , ajoutant  à A Sck  B la  mémo 
giandeur  A',  ils  demeurent,égaux/f— f- 
~4*  A, 


♦ *. 
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C'tncimeme  Axiomt. 

' Si  de  'grandeurs  égales  o»  en  ôte  d'égales-^  les 
rejles  feront  égaux. 

Si  A z=:B,  donc  A— X=  B — A'  ; c’eft-à-d ire, 
que  ü A ^ Défont  *9eux  grandeurs  égales,  A 
moins  X efl:  égal  à B moins  X. 

Sixième  Axiome» 

Si  à des  grandeurs  inégales  on  en  ajoute  d'éga- 
les elles  referont  inégales^  l'une  plus  grande  fi 
elle  etoit  fins  grande , ou  plus  petite  fi  elle  étoit 
pius  petite. 

Si  A & 2 font  des  gjj^ndeiirs  inégales , &;  que 
AISl  B foient  des  grandeurs  égales,. AT— H A & 
Z-\-B  feront  inégaux , l’un  plus  grand  ou  plus 
petit,  félon  ce  qu’ils  étoient  auparavant^ 
Septième  Axiome. 

Si  de  grandeurs  inégales  on  en  ôte  cC égales  les 
reftes  feront  inégaux  , Pun  plus  grand  fi  la  gran- 
deur étoit  plus  grande  y l'autre  plus  petit- fi  la  ' 
grandeu.  étoit  plus  petite. 

C’eM-dire,  quefi  .V  & 2 font  des  grandeurs 
inégales  ,X  — A &.  Z --A  feront  inégaux,  l’un 
plus  grand  ou  plus  petit,  félon  ce  que  A & Z , 
étoient  auparavant. 

Huitième  Axiome, 

Une  grandeur  qui  a_  le  figne  — H , étant  jointe 
avec  eile-'même  ou  avec  f>.n  égale  qui  a le  figne 
_ , efi  égale  à rien , ou  à zéro, 

^C’ed-à<lire,  -{-A  — //  = O. 

, Neuviesne  Axiome. 

Les  chofes  qui  font  moiti  ' ou  tiers .^c.  d'une 
meme  grandeur  ou  de  grandeurs  égales  font  é-^a- 
/Îj  ; mais  elles  font  inégale  , //  les  grand- ur s en- 
tières font  inégales;  plus  grandes  fi  les  gran- 
deurs entières  font  plus  grandes  ; ptus  peti.  es  fi 
ses  grandeurs  entières  font  plus  petites. 

■ Dixte* 
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Dixième  Axtome.  ' 

Les  grandeurs  qui  conviennent  étant  pofées  les 
unes  fur  les  autres , font  égales  . ^ ‘ 

Si  deux  lignes  jpofées  l’une  fur  l’autre  con- 
Tiennent,  elles  font  égales. 

On  pourroit  propoler  plufîeurs  autres  fem* 
blables  Axioqges;  c’eft-à-dire  plufieurs- autres 
véritez  qu’on  ne  peut  ignorer , & dont  on  ne 
dilpute  point. 

AVERTISSEMENT. 

On  pouroit  joindre  ^ ces  Axiomes , c*eft~m~direy 
. à ces  véritéz  connues  ^ incontejiables..,  cette  Pro^ 
pofition , Qtéuhe  ohofe  eji  vraye  par  fa  eonftruc- 
tion , quand  elle  eJi  faite  exaâement  félon  une 
règle  dont  on  était-  convenu.  Ainji  a;  rès  qu'on 
, ejt  convenu  de  ce  qu'il  faut  faire  pour  couyer 
une  ligne  en  deux  parties  égales  , ^ qu'on  a 

1 B C 

ainji  coupé  AC  au  point  B , alors  par  la  conf- 
truéiion  AB  ^ BG  font  les  moitiez  de  cette 
ligne. 

C'ejl  aujft  une  vérité qu'une  Propojition  ejl 
inconte  fiable  lorfjséon  ne  la  peut  nier  J ans  dire 
une  chofe  aifurde  y.  c*eji~à-dire  qui  eji  rnanifejle^ 
mentfauffe. 

On  réduit  toutes  les  démonfirations  dont  on  fe 
fert d ce  petit  nombre  de  véritez  qu'on  vient  de. 
propoJW , ^ aux  notion  r claires  ^ dijitnéies  des 
chofes  d nt  on  doit  parler.  C'efi  dans  la  notion. 
OH  l'id  e»  d'utte  chofe  qu'on  découvre  fes  proprie~ 
tez , es’  qu'on  apperpoit  ce  qu'elle  eji  véritable' 
ment  ; ainfi  toute  l'habileté  d'un  Auteur  ne 
çonftjîe  que  dans  l'art.,  avec  lequel  il  fait  faire 
attention  à l'idée  de  la  chofe  qui  fait  le  fujet  de 
fon  Livre  y-ne  propojant  d'abord  que  ce  qu'il  y a 

de 
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de  plus  fimpli  ^ de  plus  uifé  à comoitfe  dans -ce  ‘ 
fujet  ^ faifant  toujours  précéder  ce  qui  ejl  uécefai- 
re  pour  entendre  la  fuite , ^ fans  rien  oublier 
dont  la  connoiJfaHce  fait  nécejjaire  pour  entendre 
ce ‘qu'il  propofe.  Mais  comme  Pat/ ention  efl  une 
ehofe  pénible  ; ^ que  les  démonfhrations  longues,  > 
quoique  d'ailleurs  claires  ^ font  toujours  difficiles  ; - 
il  doit  s'accommoder  à lafoibleffirde  i'efprit, 
ménager  fa  capacité.  On  l'accable  lorj qu'on  lui 
f réfente  plufieurs  chofes  à la  fois;  il  les  faut  donc 
partager  en  toutes  leurs  parties  naturelles  ^ de 
forte  qu'on  les  puife  confiderer  les  unes  après  les 
autres  féparémem  - nvec  ordre  ; ce  qui  fait 
qu'-on.  les  conçoit  ^ qu  on  s'en  foûvient  aifément.  ' ' 
C'ejl  ce  qu'  on  a,  tâché  défaire.  Les  Maîtres  le 
doivent  faire  remarquer  à ceux  à qui  ilsènfeigne- 
ront-ces  Elémens.-^-  Ils  'doivent  en  premier  lieu  ' 
leur  en  faire  coi^iderer  le  fujet , la  diflribution  de  ^ 
tout  l'Ouvrage^  le  foin  qu'on  prend  de  donner  des 
idées  nettes  des  choses  qü'on  veut  faire^connoitre  ; ' 
comme  c'efl  de  (tes  idées  qiû ordinairement  on 
tire  les  dJmonJirations  dont  on  fè  fert;  P étude  de  • 
^^{Elémens  faite  avec  ces  réflexions  pourra  éon-  ' 
tribuer  à fermer  Pefprit  fervira  de  modèle  de 

la  maniéré  dont  il  faut  etudier  i/f  traiter  lés 
Sciences;  vue  principale  qu'on  u ici ^ comme  o»-'^ 
P a^it  dans  la  Prefacei  ■ 


Eli-- 


Digitized  by  Google 


E L E M E N s 

■ DE  • 

GEOMETRIE, 

ou  . . 

DE  LA  MESURE 

DE  L’E  T E N D U E. 

L I r ,R  E PRE  M I E R. 

De  la  première  efpece  d’Etendue,  qui 
èll  la  Longueur.  Djs  Lignes  droi- 
tes & circulaires. 


SECTION  PREMIERE. 

Des  differentes  efpece  s d*EicftJae. 

Définition  I. 

L y a trois  efpeces  d'étendue , la  Lon-  ^ 
gueur  , la  Largeur  , £3"  la  Profon- 

^ ^ M dimenfions  du 

cor^s.  ' 

L’objet  de  la  Géométrie  n’eft  pas 
cette  étendue  matérielle  des  corps , qui  font  eL 
feélivement  étendus  en  long, en  large,  & en 
profondeur^  c’eft  une  étendue  infelligible,  te’. le 

A que 
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X Êlémens  de  Géométrie. 

que  refprit  la  conçoit  ; en  forte  que  quand  il 
n’y  auroit  point  de  corps  au  monde , ce  que 
les  Géomètres  démontrent  de  fétendue  n’en 
feroit  pas  moins  vrai  ; & c’efl  pour  cela  que 

Quoique  les  coi*ps  changent,  les  vérités  de 
îéometrie  font  immuables , parce  qu’elles  né 
dépendent  point  de  la  matière,  mais  des  no- 
tions claires  qui  font  dans  l’cfprit.  Ainfi  quoi- 
qu’il n’y  ait  point  de  coips  fans  trois  dimen- 
sions , on  peut  confiderer  l’une  fans  faire  atten- 
tion à^’autre , la  longueur  fans  confiderer  la 
largeur , & la  largeur  fans  confiderer  la  pro- 
fondeur , comme  l’on  regarde  la  longueur  des 
'chemins  fins  faire  réflexion  fur  leui*rargeur,& 
leur  largeur  fans  penfer  à la  profondeur  de  la 
terre*  La  notion  de  la  longueur  exclud  celle  de 
la  largcur&  delà  profondeur, •&  celle  delalar-- 
geur  exclud  ccllc^de  la  profondeur;  & ces  no- 
tions ne  font  point  faulfes , quoiqu’  efieftive- 
ment  ces  trois  chofes  foient  infeparables  ; parce 
que  dans  la  maniçre  dont  elles  font  conçues , el- 
les font  diflinguées  encequel’uneeftconfide- 
rée  fans  l’autre.  Ainfi  les  Géomètre?  peuvent 
fuppofer  en  cette  maniéré  des  Etres  qui  foient 
longs  fans  être  larges,  & qui  foient  larges  fans 
être  profonds  ou  épais  ; & quand  onvoudroit 
foutenirqueces  fuppofîtions  font  entièrement 
faudesdesconféquences qu’on  en  tire  ne  pour- 
roient  être  rejettees  comme  fauffes.  Car  par 
exemple , bien  qu’il  n’y  ait  pointde  cercle  par- 
lait dans  lemondCjil  cft  évident  que  félon  qu’on 
fiippofcque  le  cercle  eflune  figure  dapt  la  cir- 
conférence efl  en  toutes  fes  parties  également 
éloignée  du  centre , il  faut  que  toutes  les  lignes 
tirées  du  centre  du  cercle  à la  circonférence 
foient  égales. 

De- 
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Définition  IL 


Le  point  eft  ce  qui  h' a aucnne  partie. 

C’eîl-à-dire,  dont  on  ne  confidere  point  les 
parties  ; car  tout  ce  qui  eft  étendu  a des  parties. 
Or  fi  le  point  n’eft  pas  un  rien,  il  eftetendu; 
ainfi  on  ne  dit  qu’il  "eft  fans  parties,  que  parce 
qu’on  ne  fait  point  attention  à celles  qu’il  peut 
avoir,  & qu’on  le  confidere  comme  indiviüble. 


Définition  I II. 

La  ligne  el  une  longueur  fans  largeur.  « 
C’eft-à-dirc  une  étendue  dont  on  ne  confidere 
point  la  largeur,  ou  qu’on  ftippofe  n’avoir  point 
de  largeur.  On  peut  concevoir  que  la  ligne  eft  la 
trace , ou  l’écoulement  d’un  point  qui  lé  meut , ' 
ou  qui  change  de  place.  Il  y a de  deux  fortes  de 
lignes , la  ligne  droite , & la  ligne  courbe. 


Définition  IV. 

La  ligne  droite  e(l  celle  qui  eft  la  plus  courte  . 
qui  puiffe  ctré  menée  entre  deux  points  donnés. 

On  peut  dire  que  c’eft  la  trace  que  laiflb  un 
point  qui  fe  meut  par  le  plus  court  chemin. 

Définition  V. 


La  ligne  courbe  eft  celle  qui  n*eft  pas  la  plus  - 
courte  de  toutes  celles  qu'on  peut  mener  entre  ^ 
deux  points. 

II  y a des  lignes  courbes  d’une  infinité  d’efpc- 
ces,  de  régulières,  &d’irrégulieres,  de  géomé- 
triques, & de  méchaniques,  rhais  dont  on  ne 
parlera  point  dans  cesElémens.  On  appelle  li- 
gnes creufes  celles  qui  font 
conipofées  de  deux  ou  de 
plufieurs lignes, comme /f  A’’’  a a a 
&;  B.  La  ligne  /^faitede  / y^v\/\ 
deux  lignes , & la  ligne  B T ▼ Y ^ 
faite  de  plufieurs  lignes, ne 

A 2 peu- 
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4 Elémens  de  Géométrie. 

peuvent  être  confiderées  comme  une ‘feule 
ligne  droite.  Ainfi  pour  les  diftinguer  il  faut 
les  nommer  creufes. 

Définition  VI. 

6 La  Surface  eji  une  étendue  longue  ^ inr^e 
fans  profondeur. 

C’eft-à-dire  uné  étendue  longue  & large , 
dont  on  ne  confidere  point  la  profondeur. 

Définition  VII. 

7 La  Surface  droite  ou  plane , ejl  celle  qui  efi  la 
plus  courte  entre  deux  lignes  droites.  * 

' On  peut  concevoir  qu’une  furface  droite  eft 
faite  par  le  mouvement  d’une  ligne  droite. 

Définition  VIH. 

8 Surface  courbe , celle  qui  eJi  plus  ptjrande  entre 
deux  mêmes  lignes , qsdune  furface  droite  ou  plane. 

Définition  IX. 

9 Le  Solide  eft  une  étendue  qui  a trois  dimen- 

• fions , de  la  longueur.,  de  la  largeur  ^ de  la  pro- 
fondeur. 

Le  folide  cfl:  l’écoulement  de  la  furface. 

- Tout  folide  eft  un  corps  ; entant  qu’on  prend 
ce  nom  pour  ce  qui  eft  étendu , qui  a de  la 
longueur,  de  la  largeur,  & de  la  profondeur. 
Etre  étendu , & être  corps  , c’eft  la  même' 
chofe , lovfque  l’on  ne  coniidere  dans  les  corps 
■que  leur  extènfion , qu’on  ne  fait  aucune 
attention  à leurs  qualités  fenfibles,  à la  cou- 
leur, à l’odeur,  &uux  autres  qualités  .qu’ils 
peuvent  .avoir. 


> 


I , 
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SECTION  IL 

De  la  longueur , qui  efl:  la  première  & la 
plus  ümple’dimenfion  du  corps. 

Des  Lignes  droites. 

Propofitions  évidentes  touchant  les  lignes 
droites  5 ou  Corollaires  de  leur 
, définition.’ 

A V E R T I s s E M E N»  T. 

Ces  propqfitions  font  renfermées  dam  l'idée  de 
la  ligne  droite  ; c'ejl-à-dére  qu'on  ne  peut  conce- 
voir une  ligne  droite^  qu'en  même  tems  on  n'apper- 
çoive  qu'elle  n' efl  pas  ce  qu'on  fuppofe  qu'elle  efl^ 
fi  ce  qu'on  va  dire  n'efl  pas  vrai.  Les  Géomètres 
fuppojênt  toutes  ces  propojitions fans  le  dire.  'Je  les 
exprime , parce  qu'elles  feront  que  lès  notions  de  la  * 
ligne  droite , d'où  l'on  doit  tirer  la  démonflration  de 
Ces  propriétés  fer  ont  plus  claires.  Ces  avis  efl  pour 
ttiutes  les  propofitious  évidentes  que  jepropoferai 
fur  chaque  fujet  avant  les  Théorèmes  Un  y a rien  de 
plus  important  que  d'avoir  des  notions  claires 
exaéies  des  chofes  dont  on  recherche  les.  propriétés» 

Proposition  I. 

LEs.  extrémités  d'une  ligne  font  deux  points, 

Les  extrémités  de  la  ligne  X font 
qui  font  indivifibles,  premièrement,  quant  à 
leur  longueur; car  fi  A avoit  deux  parties, par 
exemple  A&  i^,ce  feroit  /-'qui  feroit  l’extré- 
mité. En  fécond  lieu , puifque  gp 

cette  ligne  X n’a  ni  largeur  ni  -r X- s 

profondeur,  les  deux  extrémi-  ^ -■“ 

tés  A ôc  h n’ont  ni  largeur  ni  profondeur. 

A 3 Etant  . 
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Etant  donc  indivifiblcs  en  tous  fens,  ce  font 
deux  points.  * 

Proposition  IL 

1 1 Lorfque  deux  differentes  lignes  Je  coupent^  leur 
feéîion  ejl  un  point  indivijibïe.- 

La  ligne  E/*  coupe  B C, 
fl  elle  la  coupe  en  deux 
différons  points,  cette  li- 
gne ii/'adela  largeur,  ce 
qui  eft  contre  la  définition 
de  la  ligne  droite; la  fec- 
tion  de  B.C  & d’A’Eeftp 
donc  un  yoint. 

Proposition  IIL- 

12  ..  Une  ligne  menée  entre  deux  points  ^laquelle  s'é- 

carte d'une  part  ou  de  l'autre  d'une  ligne  droite  me- 
née entre  ces  deux  memes  points , eft  plus  grande  que 
cette  ligne  droite.  ■ ‘ - 

* Les'lignes  courbes 
ACB  & ADB  font 

plus  grandes  que /?,  1/  \ 

& les  lignes  creufes  -A  JB 
EFG  & EHF  font 
plus  grandes  que  E F.  C'efl:  une  fuite  de  la  no- 
tion de  la  ligne  droite,  qui  éfl:  la  plus  courte 
qu’on  pLiiffe  mener  entre  deux  points. 

Proposition^  IV. 

J 3 'Z  eu  n points  étant  donnés  on  peut  mener  une 

ligne  droite  de  l'un  à l'autre. 
‘^L’infirumentdonton  fe  fert  pour  mener  une  . 
ligne  droite  eft  une  règle.  Pour  connoitre  fi  une 
règle  eft  bonne , on  tire  avec  elle  une  ligne,  à la- 
quelle on  l’applique  en  diffôrens  fens  ; &fi  après 
cela  on- trouve  qu’elle  convient  toujours  avec' 
cette  ligne,  on  juge  qu’elle  eft  jufte.  Unmo'y’en 
fur  pour  mener  une  ligne  droite  eft  de  fe  (èrvir 

d’un 

♦ fap.  ».  2.- 
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d’une  filet  fort  fubtil , comme  pourroit  être 
un  cheveu-,  car  après  l’avoir  tendu  entre  deux 
points  autant  qu’on  le  peut  fans  le  rompre , fé- 
lon la  notion  de  la  ligne  droite,  il  marquera 
une  ligne  droite  entre  ces  deux  points. 

Proposition  V.  - 

Uns  li^ne  droite  étant  donnée  , on  la  peut  pro'  14 
longer.  Elle  ne  peut  être  prolongée  du  même  cité 
vers  deux  differ-ens  points. 

On  prolonge  une  ligne  par  le  moyen  d’une 
règle. 

Proposition  VI. 


Entre  deux  mêmes  points  on  ne  peut  mener  ly 
qtéune  ligne  droite. 

Si  on  peut  mener  plu-  ■ C 

fleurs  lignes  droites  en-  t» 

tre  A ^ B autres  que  la  ^ . 

ligne  Z,  ;l  faut  qu’elles 
s’écartent  ou  vers  C ou-  ^ 


vers  D : ainfi  elles  feront  pins  longues  que  Z 
par  conféquent  elles  ne  leront  pas  droites’*^ 
puifqu’une  ligne  entre  &•  S ne  peut  être  droi- 
te, qu’elle  ne  foit  la  plus  courte  de  toutes  les 
lignes  qu’on  puilTe  mener  entre  ces  deux 
points.  On  ne  peut  donc  mener  qu’une  feule  " 
ligne  droite  entre //&  B.  On  pourroit  conce- 
voir pluiicurs  lignes  entre  deux  points  cou- 
chées les  unes  fur  les  autres , mais  elles  ne  fe- 
roient  qu’une  même  ligne.  Entre  deux  mêmes 
points  on  peut  mener  une  infinité  de  differentes, 
lignes  courbes.  C’efi:  pourquoi  lorfqu’il  s’agit 
de  mefurer-  la  diftance  d’un  point  à un  autre 
point , on  ne  prend  pas  pour  mefureüne  ligne 
courbe,  mais  une  ligne  droite.  • 

A 4 Pro 
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Proposition  VIL 
1(5  Deux  lignes  droites  qui  ont  deux  points  com- 
muns , ne  font  qu'une  mime  ligne  droite.- 

La  ligne  El.  & la  ligne ontdeux  points 
communs,  favoir  /Iôl  B , entre lefquels  on  ne 
' peut  concevoir  qu’une  ligne  droite:  Ainli  jIB  & 
i3// ne  font  point  deux  * . 

differentes  lignes.  La^  ' i i -in 
ligne  EÀ étant prolon-C  — — — j ■■■■—-  D 

gée  ne  peut  aller  ail- 
leurs qu’au  même  point  C,  ni  À B ailleurs  que 
.vers  D,  lorfqu’on  la  prolonge  ; partant  AD  avec 
BD  ne  font  qu’une  même  ligne  droite  ; car  en- 
tre C & il  n’y  a qu’une  leule  ligne  droiter 
' Proposition  VIII. 

- 17  Donc  ^ la.  pofition  d'une  ligne  droite  ne  dépend 
que  de  deux  points. 

Car  fi  par  les  deux  points  donnés  A&cB  l’on  - 
meneune  ligne  droite,  elle  fera  celle  que  l’on 
cherche,  puifqu’on  ne  peut  mener  par  deux 
points  pluucurs  differentes  lignes  droites , tou- 
tes celles  qui  ont  deux  points  communs  n’étant 
qu’une  meme  ligne  , par  la  propofition  pré- 
cédente. 

' Proposition  IX. 

2 g Deux  lignes  droites  qui  fe  croifent , ou  qui  fe 

coupent , ne  fe  peuvent  rencontrer  que  dans  ce  feul 
point  où  elles  je  coupent. 

■ . Car  fi  elles  fe  rencontroient  en  deux  points, 

clics  ne  feroient  qu’une  même  ligne,  par  la  fep- 
tiemepropofition;ainfî  elles  ne  feroient  pas  dif- 
' ferentes  rune  de  l’autre , comme  le  font  deux 
lignes  qui  fe  croifent  <Sc  qui  fe  coupent. 

Proposition  X. 

19  La  partie  d'une  ligne  droite  , ejl  itne  ligne 
droite. 

Qui 


Digitized  by  Google 


Lhre  J.  Se^ion  III,  9 

Qui  dit  partie  d’une  ligne  droite  y ne  dit  pas 
feulement  un  point. 


SECTION  III. 

De  la  Ligne  qui  ell  circj^re. 

Avertissement.' 

Lenrmbre  des  differentes  effeces  de  lignes  courbes 
étant  infiyti  ^ je  ne  conjidere  ici  que  la  ligne  courbe 
qui  eji  circulaire  , laquelle  , après  la  ligne  droite  , 
eji  la  plus  fimple  la  plus  aifée  à cennoitre. 

DefinttionI. 

U Ne  ligne  fur  un  plan , laquelle  n'a  ni  cont'  20 
mène e ment  ni  fin^  ^ qui  dans  toutes  fes' 
parties  eji  e'galement  éloignée  Jlun  même  point  ^ 
ejl  un  cercle.  Ce  point  dont  toutes  les  parties  de 
cette  îtgne  font  également  éloignées  , s'appelle  le 
centre  du  cercle. 

Concevons  que  dans  la  ligne /ffl  l’extrémité 
yi  eft  immobile , pendant  que  B l’autre  extrémi- 
té tourne  ;li  fi^laifTeune  trace, 
ce  fera  un  cercle  dont  toutes 
les  parties  font  éloignées  du 
point  sd  d’un  intervalle  égal; 
lavoir  Ainfi eft  le  cen- 
tre. Cette  maniéré  dont  un 
cerle  fe  fait  eft  fi  uniforme,  qu’on  ne  peut 
concevoir  aucune  différence  entre  toutes  fes. 
parties.  ‘ 

D E F I*N  I T 1 o N II. 

JLe  cercle  .,  'conjideré  comme  une  furface  yen  eji 
ursi;  ap(  dedans  de  laquelle  il  y a un  point  égale» 
me»f  éloigné  de  fes  bornes.  , 

, A5.  , D-E^ 
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Définition  III. 

22  La  lime  borne  la furface  à' un  cercle ^ou  le  cer^ 

de  confidere  comme  \^ne , s'appelle  circonférence. 

Définition  IV. 

23  Le!  lignes  qui  traverfent  la  furface  d'un  cercle 
y pqfP^^t:  pc^le  centre  , s'appellent  diamètres. 

Définition  V. 

24  Les  lignes  qui  partent  du  centre  ^ fe  terrai- 
nènt  à la  circonférence , fe  nomment  râpons , ou 
demi- diamètres. 

Ali  eftunrayonducerdeX  20.] 

Définition  VI. 

25  Les  lignes  qui  fe  terminent  à la  circonférence 
fans  pafjer  par  le  centre , ou 

' qui  font  menées  d'un  point 

' de  la  circonférence  à un  au- 
tre de  fes  points , fe  nom- 
ment cordes. 

A eft  une  corde  du  cer- 
cle A'.dont  B qui  paffepar 
le  centre  efl:  le  diamètre. 

Définition  VII. 

o(j  La  partie  de  la  circonférence  qui  fe  trouvé  entre 

les  extrémités  dune  corde  , Rappelle  arc. 

Lorfqu’une  corde  comme  ell  A dans  le  cercle 
ne  palTe  pas  par  le  centre , il  y a deux  por- 
tions de  circonférence , qui  fe  terminent  aux 
extrémités  de  cette  corde,  plu^ grande, 

l’autre  plus  petite.  Quand  on  parle  de  la  corde 
d’un  arc,  fi  l’on  n’ajoute  autre  chofe,  on  en- 
tend l’arc  qui  n’efi  pas  le  plus  grand. 

Définition  VIII. 

27  Toute  circonférence  fe  conçoit  dioifée  en  irois’^ 
cens-fûixante parties  émules , qui  fe  nomment  degrés. 

D E fini  tion  IX. 

28  Chaque  degré  fe  divife.  en  fixante  minutes , ou 

pe- 
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petite!  parties , qu'on  appelle  premières.-  Chaque 
minute  ou  première  en  foi xa» te  fécondés  ^ Çjf  cha- 
que fécondé  en  fixante  tierces  : ainji  à l'infini. 

Définition  X. 

Cercles  concentriques  font  ceux  qui  font  décrits  2P 
. d'm  même  centre.  Excentriques , qui  n'ont  pas 
même  centre. 


ont  pour  centres  D^B  deux  points  differens  ^ 
font  excentriques. 


Propofitions  évidentes  touchant  la 
ligne  circulaire. 
Avertissement. 

Toutes  ces  propofitions  font  des  conféquences  clai- 
res de  la  définition  du  cercle. 

Proposition  I. 

_ Un  intervalle  étant  donné en  peut  décrire  une  30 
circonférence.  Eucl.  Liv.  I.  Pr.  2.  &3.Liv.  IV. 
Prop.  I. 

. L’inftrument  dont  on  fe  fert  ordinairement 
pour  décrire  un  cercle , efl  un  compas  ; avec  le- 
quel on  peut, comme  il  efl:  évident, prendre  une 
ligne  égale  à une  autre  ligne  donnée;  & de  deux-' 
lignes  .inégales  retrancher  de  la  plus  grande  une 
ligne  égale  à la  plus  petite.  Ce  qui  fait  la  deu- 
xieme & la  troifieme  propofition  du  premier 
d’JEuclidej  & la  première  du  quatrième.  ' 

— • A <5  Pro-  ‘ 
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P R O. P OSITION  II. 


.31  Dam  un  même  cercle  ou  dam  les  cercles  é^aux, 
les  arcs  égaux  ont  des  cordes  égales^  ^ les  cordes  e'ga- 
les  font  les  cordes  d'arcs  égaux.  Eucl.  III,  Pr.  24. 

C’efl  une  fuite  de  la  limplicité  & uniformité 
du  cercle  : toutes  fes  parties  étant  faites  de  mê- 
me maniéré,  on  ne  peut  concevoir  aucune 
différence  entre  elles. 

Propositio  n III. 

2 O Dans  les  mêmes  cercles , ou  dans  les  cercles  égaux., 
les  plus  grandes  cordes  foutiennent  les  plus  grands 
arcs,.,  ^ les  plus  grands  arcs  ont  de  plus  grandes 
cordes.  Eucl.  III.  Prop.  28  & 29. 

PrO  P.  OSITION  IV. 

22  Les  arcs'  d'un  pareil  nombre  de  degrés  font  plus, 
grands  dans  les  plus  grands  cercles , Çÿ  plus  petits 
dans  les  plus  petits  cercles. 

Cela  eft  évident,  car  les  parties  d’un  plus 
grand  tout  doivent  être  plus  grandes.  La  cen- 
tième partie  d’une  toife  eft  plus  grande  que  la 
centième  partie  d’un  pied. 


Proposition  V. 

34  Les  arcs  d'un  pareil  nombre  de  degrés  ont  de 
plus  grandes  cordes  dans  les,  grands  cercles  ^ ^ de 
flus  petites  dans  les  plus  petits  cercles.  * 

C’eft  encore  une  fuite  de  la  fimplicité  & 
uniformité  du  cercle.  Tout  doit  être  plus 
grand  dans  un  plus  grand  cercle , le  diamètre, 
le  rayon  & la  corde  de  tel  & tel  degré. 

Proposition  VI. 


35 


, Le  diamètre  coupe  le  cercle  en  deux  parties  éga- 
les.,  qui  s'appellent  demie  circonférence. 

On  ne  pourroit concevoir  que  le  cercle'fût 
uniforme  en  toutes  fès  parties,  fi  cela  n’étoit 
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PROPaSITION  VII. 
toutes  les  lignes  tirées  du  centre  à la  circonfe^  3^ 
rence  étant  égales , tous  les  rayons  étant  égaux  : . 
celles  qui  font  plus  petites  que  les  rayons  , ont  leur 
extrémité  au  dedans  du  cercle  : Ji  elles  font  plus 
longues^  elles  Pont  au  dehors:  Ji  égalés^  dans  la 
circonférence  même.  • 

Cela  efl  évident , puifque  la  circonférence 
eft  en  toutes  fes  parties  également  éloignée 
du  centre  de  l’intervalle  du  rayon. 

Proposition  VII  T. 

L es  cercles  font  égaux  dont  les  rayons  font  égaux.  37, 
C’eft  la  longueur  du  rayon  qui  fait  que  le 
cercle  eft  plus  grand  ou  plus  petit. 

Proposition  IX. 

Deux  cercles  qui  ont  un  même  centre  Çÿ  »»  38 
même  rayon  ^ne  font  fas  différons. 

Comme  deux  lignes  droites  entre  deux  mê- 
mes points  nO  font  qu’une  ligne. 


SECTION  IV. 

De  la  differente  pofition  de  deux  lignes 
droites  au  regard  l’une  de  l’autre. 

\ 

^ Avertissement. 

Deux  lignes  droites  ne  peuvent  être  difpofées  ^ 
qt^en  ces  trois  maniérés  \ ou  ellesfe  rencontrent,  ou 
elles  fe  coupent , ou  elles  ne  fc  rencontrent  point.. 
Q,.and  elles  fe  rencontrent , elles  le  peuvent  faire 
de  forte , que  P une  panebe  plus  vers  un  coté  que 
vers  l'autre , ou  qu'elle  ne  panche  pas  plus.  On 
conjîdere  ici  ces  trois  pojitions. 

DES  LIGNES  PERPENDICULAIRES. 

Définition. 

UNe  ligne,  qui  tombe  fur  une  autre  ligne , ou  «« 
qui  la  coupe  de  forte  qu'elle  ne  panche  pas 

A 7 ' ,plus 
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fins  vers  un  côte'  de  cette  li^ne  qu'elle  coupe  que 
V vers  l'autre  y Rappelle  perpendiculaire . 

Propofitions  évidentes  touchant  les  lignes 
perpendiculaires. 
Avertissement. 

Je  ^ fais  ces  propofitions  que  pour  rendre  plus 
dijiinête  la  notion , que  la  définition  précédente 
vient  de  donner  de  la  li^ne  perpendiculaire , 

Proposition  L 

4P  Une  ligne  tombant 
fur  le  milieu  d'une 
autre  ligne  , Ji  fon 
fommet  ejl  également 
éloigné  des  extrémi- 
' tés  de  celle-ci  ^ elle  ne 
panebe  pas  plus  d'un 
côté  que  d' autre 
elle  eft  perpendicu  ^ 
laire. 

AE  tombe  fur  E le  milieu  de  BD.  Si  A fon 
fommet  eft  également  éloigné  des  ex^jytés  B 
& D de  la  ligne  BD , elle  eft  perpenduBpire  fur 
B D.  C’eft  une  fuite  de  la  notion  de  la  ligne  per- 
pendiculaire que  donne  la  définition  précéaente. 
• ‘P  R. O position  II. 

Si  deux  pusints  dans  une  ligne  font  également  dij- 
^ tans  des  extrémités  de  la  ligne  fur  laquelle  elle  tombe., 
chaque  point  de  cette  première  ligne  fera  éç^alemenp 
diftant  des  mêmes  extrémités  cle  la  fécondé  ligne. 

Si  les  deux  points de  la  ligne font 
également  diftans  de  B & de  Z? , tous  les  autres' 
points  de  AE  feront  également  diftans  de  B & 
de  D.  C’eft  une  fuite  de  ce  que  lapofition  d’une 
ligne  droite  ne  dépend  que  de  deux  points.  On 
ne  peut  concevoir  que  quelque  point  ’dans  la  li- 
. — gne 
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' gne  foît  plus  près  de  B que  de  D , qu’on  ne 

conçoive  que  AK  fe  courbe  en  ce  point  du  côté 
de  b qu’ainfi  elle  n’eft  pas  une  ligne  droite , 
comme  on  le  füppole. 

^ Proposition  III. 

Dans  une  perpendiculaire ^ji  l'un  de  fes  points  ejl  42 
egalement  éloigné  de  deux  autres  points  de  la  ligne 
fur  laquelle  elle  eji  élevée.,  tous  fes  autres  points 
font  égakigaent  éloignés  de  ceux-ci. 

Si  AE  eft  perpendiculaire  fur  BD  & que  l’un 
de  fes  points.  A ou  K foit  également  dillnnt  de 
& de  , l’autre  fera  également'  éloigné  des 
mêmes  points  B ^D-  Car  fi  A efl:  également 
^diftant  de  fî  & Z) , & que  E ne  le  foit  pas,  alors 
AE  panchefa  plus  d’un  côté  que  d’autre;  ai  nfî 
elle  ne  fera  pas  perpendiculaire,  contre  la  fijp- 
pofition  qu’on  fait  qu’elle  l’eft. 

Proposition  IV. 

Po«r  démontrer  donc  qu'une  ligne  ejl  perpendi- 
cul  aire  fur  uns  autre  , tl  fiffit  de  faire  voir  que 
deux  de  fes  points  font  chacun  en  égale  diflance  de 
deux  points  de  celle-ci. 

Pour,  déniontrer  (\usAE  eftperpendiculaire 
fur  SZ),iifîjffit  de  prouver  que  les  points  A&E 
font  chacun  également  éloignés  de  B & de  D. 

Proposition  V. 

Le  prolongement  d' une  ligne  perpendiculaire  fur  44 
autre  ligne , éjl  une  perpendicmaire  fur  celle-^ci. 
AE  efl:  perpendiculaire  fur  S fon  prolon- 
gement eftperpendiculaire  fur  BD\  car  ce 

n’eft  qu’une  même  ligne  droite , & l’on  ne  peut 
pas  concevoir  la  cbofe  autrement , à moins  que 
AC  ne  fe  courbe  vers  B ou  vers  D. 

Proposition  VI. 

Deux  lignes  font  perpendiculaires  l'une  fur 
PautfsS.,  fi  l'une  i'efi  fur  l'autre. 

♦ Voy.  iaFig.  fuivante.  * ■ 
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Si  AC  çft  perpendicu- 
laire fur  B O, la  ligne  B î) 
eft  perpendiculaire  fur 
AC.  On  ne  peut  conce- 
voir que  B panche  plus  R J[> 

vers  A que  vers  C, qu’en 
mêmetems  on  ne  con- 
çoive que  D panche 
plus  vers  C ; & cela  é-  c 

tant,/^  panchera  plus  vers  B que  vers  D,  car 
cela  eft  réciproque,  Ainfî  AE  ne  feroit  pas  per- 
pendiculaire fur  SDjContre  la  (uppofition.  BD 
eft  donc  pe^endiculaire  fur  AC , comme  AC 
eft  perpendiculaire  fur  BD. 

PROBLEME  I. 

Z)’«»  point  donné  hors  d'aune  ligne  tirer  fur  elle 
une  perpendiculaire.  Eucl.  I.  Prop.  12. 

Du  point  K hors  de 
la  lignez  il  faut  tirer  u- 
ne perpendiculaire  fur 
Z.  I®.  De  K comme 
centre  je  décris  l’arc 
BC , ainû  S & C qui 
font  dans  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle  & 
dans  la  ligne  Z , font 
é^lement  éloignés  de 
K.  2®.  De  C comme 
centre  & de  l’intervalle  CA  je  décris  un  cercle, 
& du  point  B un  fécond  du  même  intérvalle..  • 
Ces  deux  cercles  fe  coupent  aux  points  K à:  D. 
qui  font  ainfi  également  diftans  de  Zi  & de  C.  q®.. 
Par  K & /J  je  mene  une  ligne  droite,  dans  'la^* 
quelle  les  deux  points  K &iJJ  étant  par  la  conf; 
truêtion  également  éloignés  de  B & de'C,  il 
' > faut 
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fautjcomme  on  Ta  dit*, que  cette  li^eV^Z)  foit  . 
perpendiculaire  fur  Z ; ce  qu’il  faloit  faire. 

P'  R O B L E M E I I. 

Sur  le  point  donné  d'une  lifjte  élever  un^perpen^ 
diculaire..^MC\..\.  Prop.  li.  _ 

Soit  if  un  point  dansla  ligne  Z.  Il  faut  élever 
fur  elle  au  point  K ~ ' D 

une  perpendiculaire. 

1°.  De  K comme 
centre  je  décris  un 
cercle  qui  coupc  Z 
en  deux  points,  qui 
font  ici  A ài  B.  2°. 

De  ces  deux  points 
A &L  B comme  cen-  A K B 
très,  je  décris  deux  autres  cercles  d’un  même 
intervalle  prfs  à difcretion,de  forte  que  ces  deux 
cercles  fe  coupent.  Je  fuppofe  que  ce  foit  au 
point  D.  3».  Je  mene  de  ce  point  D une  ligne  au 
point  K , qui  eft  la  peroendiculaire  que  l’ôn 
cherche.  Car  par  la  conftrudlion , D elt  égale- 
ment éloigné  de  & de  B J dont  le  point  K 
efl  auflî  également  éloigné  par  la  conftrüéüon;  ; 
ainfî  cette  ligne  ayant  deux  de  fes  points  égale- 
ment éloimés  de  yi  & de  B , elle  eft  perpen- 
diculaire lur  Z.  f. 

Lorfque  le  point  donné  ejl  fur  ' 
r extrémité  de  la  ligne  donnée , 
comme  eji  A ^ je  prends  d dif-i 
cretion  le  point  G,  ^ ouvrant  lej 
compas  de  l'intervalle  AC  je  dé-' 
cris  un  cercle,  Ç'j’  je  mene  le^ 
diamètre  J3  D , ^ du  point  de 
feàion  D , je  tire  une  autre  //- 
.gne  au  point  A,  qui  fera  la  perpendiculaire  qu'  on 

s VOK-> 
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vouloit  élever  : ce  ([u!on  ne  peut  démontrer  en  ce  lieu. 

. G O R O L L A I R E. 

8 De-la  nous  apprenons  comment  l'on  peut  couper 
une  ligne  en  deux  parties  égales.  Euci.  I.  Pr.  lo. 

Soit  Ali  une  ligne  droite  ; de  & de  com- 
me centres,  je  fais  d’un  même  intervalle  pris  à 
- difcretion  deux  cercles  çj 

. qui  fe  coupent  en  C & Z)  , • - 

par  ou  je  mene  une  ligne  ' 

qui  eft  perpendiculaire  fur  f \ ' 

,*puilqueZ)dcCTont  ( E] 

également  éloignés  de  yZ  A — l -J — ^ 

& de  £1. Or  le  point  E corn-  V / ' ’ . 

mun  aux  deux  lignes  Dw  \ / ' '■ 

& , eft  également  éloi- 

gnéde/^&deBt,ainfl/Z£ 

eft  égal  k EB-,  par  confé-  ^ 

quent  la  ligne  AB  eft  coupée  par  la  moitié. 

TheoR;EmjeI. 

P On  ne  peut  élever  fur,  un  même  point  dans,  une 
ligne  plus  d-une  perpendiculaire. 

A D eft  perpenoiculaire  fur  la  ligne  B C.  H 
faut  démontrer  qu’on  ne 
peut  élever  fur  le  point  A 
uneautre  ligne  qui  loit  per-  p/v' . - xV  ft 
pendiculaire:  que  par  exem-  f / 
pie  AE  & toute  autre  ligne  - - K 

ne  le  peut  être,  B A v 

De  A comme  centre, je  décris.le cercle SiiiO 
EGC.  Ainfi  B <3cC  font  également  diftanp  de /£. 
Et  Doii  ce  cercle,  coupe  la  perpendiculaire  eft 
également  éloigné^eB&deC.j.  DoncDB  = 
Z)C,  ainfî  les  deux  ares  B F D & C GD  font 
égaux  f , par  conféquent  D eft  le  milieu  de  l’arc 
BFüEGC.  Si  £vf  eft  perpendiculaire,  par  les 

' mê-' 

M.4J.  \ fup.n.^\,  \.fup.n,é^x,  fup.  K,  iu 
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mêmes  raifons  B E = CE  «Sc  BIDE—CGE  ; par  * 
conféquent  E eftauflî  le  milieu  de  BFDEüC, 
ainfi  BFD  = B FOL  ce  qui  eft  abfurde. 

T H E O R E M E II. 

, Une  ligne  torab^ntperpe^diculairenîent fur  le  rni- 
lieu  d'une  autre  ligne  ^pajfe  par  tous  les  points  égale^ 
ment  éloignés  des  extrémités  de  cette  atiîre  ligne. 

La  ligne  AD  tombe  peî-pendiculairement  fur 
A , milieu  de  BC,  Il  faut  prouver  qu’elle  paflb 
par  tous  les  points  également  éloignés  de  Zi  ôc 
C ,ies  extrémités  de  BC.  vSi  on  lecontede& 
qu’on  veuille  dire  que  le  point  E . par  oli/lDnQ 
paflè  pas , eft  également  éloi-  .p 
gré  de  B &de  C,de  ce  point  ^ 
loit  mené  une  ligne  droite'au 
point  A , qui  fera  perpendicu- 
laire fur  B C.  puifqu’en  deux  de 
ces  points  A&cE,  elle  eft  éga- 
lement éloignée  de  B & de  C*. 

Or  i^ne  fe  peut  faire  par  .le_j 
Theqrême  précédent, que  fui” 
le  point  A fû  y ait  deux  per^ 
pendiculaircsdl  n’eftdoncpas  vrai  que  lepoint 
£ foit  également  éloigné  de  B &deC.^ 

T H E O R E.M  E III. 

On  ne  peut  mener- plus  d'une  perpendiculaire.  5 f 
dtufr-même  point  fur  une  même  ligne. 

La  ligne  AD  tombe  perpendiculairement  fur 
le  milieu  de  la  ligne  BC  , • j 

je  dis  qu’on  ne  peut  du  D 

mêrhepointDmener  une 
autre  pei*pendiculaire  fur 
BC;  car  cette  ligne  tom- 
beroit’depart  ou  d’autre  jr  ' ’ r* 

de  .1^;  que  ce  foit  en  L:  A-  " JJ  A • 

lors  le  point  E eft  également  diftant  de  B & de 
^ fup.  ».  43.  ■ . * C ; 
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C donc  B £ eft  moitié  de  cetteligne.  Mais 
en  dl  auiïi  la  moitié , ainfi  B //  = B £ ; ce  qui 
eft  abfurde.  Donc , &c. 

Theoreme  I V.  ' 

52  Dans  Uft  plafî  J deux  lignes  qui  font  perpendiçu~ 
lattes  fur  une  troifieme , ne  fe  peuvent  rencon'rer. 

Car  fl  elles  fe  rencontroient  ou  fe  coupoient , 
du  point  de  cette  rencontre  ou  feftion  il  y au- 
roit  deux  perpendiculaires  fur  la  même  ligne; 
ce  qu’on  vient  de  démontrer  impoffible. 

A V E R T I s s E M E N t. 

L^on  mefure  la  diftance  d'un  point  à une  ligne 
par  une  perpendiculaire , parce  que  c'eft  la  mefure 
la  plus  fimple  ^ la  plus  confiante  ; puiffu'on  ne 
peut  mener  d'un  potnt  à une  ligne  qu'une  feule' 
perpendiculaire , Çj  qu'outre  cela  elle  e[i  plus  cour- 
te que  toute  autre  ligne  qu'on  puiffe  tirer  du  rnê~ 
me  point  à la  même  ligne ^ comme  onde  va  faire 
voir  dans  le  Théorème  fuivant. 

Theorême  V. 

53  Ba  perpendiculaire  efl  la  plus  courte  de  teutès  les 
lignes  qu'on  puiffe  mener  d'un  point  à une  ligne» 

La  ligne  B A eft  perpendicu- 
laire fur  Z',  il  faut  démontrer 
qu’elle  eft  la  plus  courte  de 
toutes  les  lignes  qui  puiftent 
être  menées  du  point  B fur  la 
ligne  Z. 

Prolongez  B /^juiqu’en  C,'en 
forte  que  B A foit  égal  à AC  ; la 
ligne  eft  perpendiculaire 
fur  B C comme  BC  l’eftfur/^D 
, t-  Le  point  D eft  donc  égale- 
ment éloigné  de  B & de  C , 
ainfî  BD  eft  égal  à DÇ  ; mais  la 
ligne  droite  BC  eft  plus  courte  que  la  ligne 

Bü 
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B D DC  Par  conféquent  A B , moitié  de 
PC,eftpIus  courte  que6Z)moitié  dtBD—^DC: 
ce  qu’il  faloit  démontrer. 

C'efi  une  fuite  de  la  nature  de  la  perpendicu- 
laire , qui  ne  s'écartant  point , ^ s'éloignant  éga^ 
lement  des  extrémités  de  la  ligne , fur  le  milieu  de 
laquelle  elle  tombe  ^ va  par  le  chemin  le  plus  droite 
par  conféquent  le  plus  court. 

DES. LIGNES  OBDiqUES. 
Définition  I. 


ies  lignes  qui  panchent  plus  vers  un  côté  que 
f l'autre  de  la  ligne  qu'elles  rencontrent , s'ap^ 


Z 

vers 

pellent  obliques. 

Définition  II. 

BC  ejl  une  ligne  oblique  fur'Z’,  ayant  mené  de  B 
fon  extrémité  fia  perpendh 
culaire  AB,  la  ligne  KQ 
entre  Lypied  de  làperpendi- 
culaire  C le  pied  de  l'o- 
blique y e[l  l'éloignement  du 
perpendiculey^ cet  éloigne- 
ment ejl  la  mefure  de  l'obli- 
quité deBC.  Ainji  une  li- 
gne ejl  plus  oblique , lorfque 
Jon  éloignement  du  perpendicule  ejl  plus  grand.  ' 
L E M M E I. 

Deux  ligne  r droites , qui  ont  fur  elles  chacune  une 
perpendiculaire , étant  pofées  l'une  fur  l'autre , de 

forte  que  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  foient  l'un  . 
furl'  autre  yces  deux  perpendiculaires  conviendront* 

B • eft  perpendi- 
culaire fur  Zyàiab  fur 
X.  Il  faut  prouver 
quefîl’onpofe  X fur 
Z de  forte’ que  a foit 
mis  fur  A y les  deux 

B.  U.  ^ per* 


t 

B 

- — -2- 

i 
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perpendiculaires  fî  & a? ^conviendront.  Car 
puilqu’après  cette  fupcrpofition,  Z & ^ne 
lont  plus  qu’une  ligne , A B fera  peipendicu- 
lan-e  lur  l’une  & fur  l’autre,  comme  aufli  a b. 
-Uonc  ü AB  & a b ne  convenoicnt  pas , il  y au- 
roit  deux  perpendiculaires  fur  une  même  ligne 
au  meme  point  ; ce  qui  elt  impoflîble.  * 

L E M M E J I. 

Si  des  extrcYhitez,  d'um  ligne  Pon  en  mene 
fiuatrc  autres  , dont  deux  fe  joignent  dans  un 
point  plus  proche  de  la  ligne  donnée  que  les  deux 
autres , je  dis  que  la  Joinmé^  des  deux  dernieres 
fera  plus  grande  que  la  fomme  des  deux  autres. 
Eue].  I.  prop.  21. 

• Soit  la  ligne  donnée  BC,  &des 
points  B Ik  C foient  menées  les 
deux  lignes  BD.CDM  les  deux 
autres  BE , C Je  dis  que  B E-f- 

C’Ee/l  plus  grande  (\\xeUD~\-CD.  r 
1°.  La  ligne  droite  entre  deqx^ 
points  étantlaplus  courte,  tCElfECefl plus 

la  même  raifon 


M-ï  r z?'"®  srand  que  B D.  Donc 

rfillhrllnnA'  “‘î  fine 

Otant  de  pan  & d’autre  DG, 

Si*and  que  SD  -f  £>C  ; ce 
qu.il  faloit  prouver. 

TheoremeI. 

» ‘,f  .^^5'  **  dans  la  perpendiculaire  ^ dans 

l éloignement  du  perpendicule , les  lignes  obliques 
font  égales,  * ^ 

perpendiculaire  fur  AC.^abfmac. 
Ces  deux  peipendiculaires  font  égales  ; comme 
auffi  AC  éloignement  du perpendicule  ABefc 
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égal  kac  éloignement  du 
perpendicule  a b.  Il  faut 
prouver  que  BC  — bc. 

Par  le  premier  Lem- 
me, ayant  pofé  ./c  fur//C  . 
dcux’lignes  égales, la  per- 
pendiculaire rt^convien-^ 
dra  avec  la  perpendiculaire , qui  étant  éga- 
les 5 b conviendra  avec  B avec  C ; ainfi  b c 

■ avecB  C ; ce  qu’il  faloit  démontrer. 

T H E O R E M E I I.  ^ 

Les  lignes  obliijues  menées  du  yneynepointaunc 
même  ligne  fons  plus  longues , fi  elles  font  plus 
.éloignées  de  la  perpendiculaire. 

11  faut  prouver  queB  d cftplus^— 
longue  que  BD  Pour  cela  foit 
prolongé'B  d.  j ufqu’à  C , de  forte 

■ que  dB=:  'iC.  Alors,  ^BD=DC  A. 

&B  t = EC.  ür  B e-P  EC  eft 
plus  grande  que  B'D— !-i)C  parle  - 
jl.  Lerame:  Donc  B £ moitié  de 
BE-{-EC  efl  plus  grande  que  BD  moitié 
BD~\-DC^  félon  l’ Axiome  neuvième. 

T H E O R E M E III. 

Une  ligne  oblique  efi  plus  grande  , dont  la  per- 
pendiculaire  , ï* éloignement  du  perpendicule.^ 
font  plus  graïuis  fi  d éloignement  du  perùendi- 

cule  efi  le  même  l'oblique  plus  grande la  per- 
.Ipendiculaire  efi  plus  grande. 

vSoient  lo.  BC  6c  DE  f deux  lignes  obliques , 

< laperpcndiculaive  /fBefl;  plus  grande  que  /ID; 
& die  l’éloignement  du  perpendicule  de  B/1, 
efcplus  grand  que  dE  celui  de  Dd  : je  dis  que 
l’oblique  BC  elt  plus  grande  que  l’oblique  DE. 
Car  par  le  Théorème  précédent , dB  eft  plus 
grande  que  B A ; & puifque  /IC  elt  perpendi- 

*/up, /».$*•  t Voy.  laFij.  fuîY* 


do 


cu- 
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culaire  fur  AB , .‘par  le  même 
Théorême,B  £eft  plus  grande 
•que  Z^£;par  conlequenc  BC 
plus  grande  queB£,  fera  en- 
core plus  grande  que  DE. 

■ 2°. /füeltle  même  éloigne- 
ment : je  dis  quefi  B E eftplus 
grande  que  ,1a  perpendi- 
culaire AB  eft  plus  grande  que  la  perpendicu- 
laire Czr  nAD  étoitplus  grand  que  AB  , 
ou  égal,  alors  par  le  précèdent  Théorème,  ou 
par  le  premier,  BE  leroit  plus  petit  que 
ou  égal  l’un  & l’autre,  contre  la  fuppofition 
qu’on  fait  que  BE  eft  plus  grande.  \ 

Theoreme  IV.  ' 

'6 1 S'il  y a égalité  dans  la  perpendiculahe  Çÿ  dans 
la  ligne  oblique.,  il  y a. égalité  dans  l'éloignement 
du  perpendicule. 


Soit  ABv=:ab , & BC=:'>c.  Tl  faut  prouver  que 
AC  •=iac.  Ayant  pofô  ab  fur  , ces  deux  lignes 

égales  conviendront  entièrement;  & par  le  pre- 
mier Lemme,la.per- 
pendiculaire  ac  con- 
, viendra  au  moins  en 
partie  -ave  la  perpen- 
diculaire AC.  Si  AC 
> , & qu’ainfif  ne 

convierine  pasavecC, 
mais  avec/), alors  bc 
conviendra  avecB£>;  mais  BD'P'BC  *,  ce 
qui  eft  contre  ce  qu’on  fuppofe  BC  — hc.  On 
auroit  conclu  une  égale  abmrdité , fi  AC  avoit 
été  fuppofée  plus  grande  que«  c.  Partant  il  faut 
que  AC=zatj  ce  qu’il faloit  démontrer. 

Théo- 


^ R,  S9^ 
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S"* il  y a égalité,  dans  la  ligne''  oblique  , ^ dans  (J2 
P éloignement  du  perpendicule , les  perpendiculai- 
res 'font  égales. 

Soit  .iC=z  ic , & BC=k.  Il  fiiut  prouver'quc 
AB=zjb.  Soit.pofé  ac  fur  /TC, ces  deux  lignes 
égales  conviendront , & la  perpendiculaire  ah 
avec  la  perpendiculaire  /fü, au  moins  en  partie, 
par  le  prcmicrLem- 
me*.  Si  l’on  dit  que  jj.  X 

AB  qu’ainfij  u f’ 

h convient  avec  O , 
alors  hc  conviendra 
avec  DC  , ainli  lui  ^ 
fera  égale,  Repartant 
DC  f plus  grande 
que  BC  ,k  qui  oti  la  fuppofe  égale.  Onauroit 
auffi  conclu  une  égale  abfurdite,  fi  Ad  avoit 
été  fuppofée  plus  grande  que  cu;.  U faut  donc 
que  convienne  entièrement  avec  , de 
qu’ainfî  ce  qu’il  falloir  prouver. 

DES  LIGNES  PARALLELES. 
Définition. 

j)eux  lignes  droites  qui  font  également  di/lan- 
tes  Vune  de  P autre  dans  toutes  leurs  parties  ^font  ^ 
dites  parallèles. 


Propofitions  évidentes , touchant  les  li- 
gnes parallèles. 

Avertissement. 

Ces  Propojïtiçns  font  des  Corollahes  de  la  Dé* 
finition  des  lignes  parallèles. 

B Pro- 

».  î«»  »• 
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Proposition  I. 
g.  Une  ligne  droite  qui  ejl  également  éloignée  en 
^ deux  de  [es  po;nts  d'une  autre  ligne  droite , e[i 
parallèle  à cette  lig^ne. 

Car  la  polidon  d’une  ligne  droite  ne  dépend 
' que  de  deux  points  ; ainfi  ces  deux  lignes  étant 
egalement  éloignées  l’une  de  l’autre , elles  (ont 
parallèles  félon  la  définition. 

Proposition  IL 
<5^  hes  perpendiculaires  entre  deux  parallèles  font 
égales. 

Ces  perpendiculaires  font  la  mefure  de  la 
diftance  de  ces  deux  parallèles , qui  étant  par- 
tout la  même,  font  égales. 

Proposition  III. 

^5  Deux  itg/ies  parallèles  étant  prolongées  à Vin- 
fin.  , ne  fe  rencontreront  point. 

Car  elles  ne  peuvent  fe  rencontrer  qu’elles 
ne  s’approchent  d’un  côté; ainfi  elles  ne  font 

Î)lus  dans  la  même  diftance  ; par  conféquent  el- 
es  ne  font  plus  parallèles, ainfi  qu’on  le  fuppofe. 
Proposition  IV. 

Deux  lignes  droites  cqui  ne  font  pas  parallèles , 
mais  qut  s'approchent  plus  d'un  côté  que  a' un  autre^f 
fe  rencontrent  enfin , Ji  on  les  prolonge  ajfez. 

Cela  ell  évident. 

Avertissement.  • 
Çela  ne  fe  doit  entendre  que  des  lignes  droites; 
car  il  y a dés  lignes  courbes  dont  la  nature  eji  tel- 
lequ'il  y a des  lignes  droites  qui  s'en  approchent 
pujours  fans  jamais  les  rencontrer , comme  on  le 
démontre  ; ces  lignes  droites  s'appellent  les 
rîfymptüies  de  ces  courbes. 

. Proposition  V. 
gg  Deux  lignes  qui  font  perpendiculaires  fur  une 
même  ligne , font  parallèles  entre  elles. 

Car  ces  deux  perpendiculaires  rie  ferencon- 

tre- 
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treront  jamais  •.  Or  fi  elles  n’étôient  pas  paral- 
lèles , elles  fe  rencontreroicnt,  félon  la  Propo 
ficion  précédente  ; elles  font  donc  parallèles.* 

L E M M E I. 

Entre  deux  parallèle! , les  lignes  perpendicuiai- 
res  fur  l'une- le  font  fur  r autre. 

Si  AU  perpendiculaire  fur  X,nereftpas  fur 
2,  ,-donc  Z ne  Tefl:  pas  B c 

fur  AB  b ; ainfi  étant  in-' 
clinée  fur  cette  ligne 
A B . elle  s’approchera 
ou  d’un  côté  ou  d’autre 
de  la  ligne  A",  & la  ren- 
contrera*^:  par  conféquent  elle  ne  lui  efi:  pas 
parallele,contre  la  fuppofition  qu’on  fait  qu’el- 

i Ciw 

L E M M E II. 

^ AB  ne  peut  être  perpendiculaire  fur  Z 7^ 

X , que  ces  deux  lignes  ne  [oient  parallèles. 

Car  ces  deux  lignes/  même  figure  ) font  réci- 
proquement  perpendiculaires  lur  AB  ^ ; partant 
elles  font  parallèles  «. 

L E M M E III. 

Si  entre  deux  lignes  droites font  deux  autres  71 
l'gnes  droites  ^g;ales  ^ dont  l'une  eji  perpendicu- 
laire fur  la  première  ^l'autre  fur  la  fécondé , je 
dis  que  ces  deux  premières  lignes  font  parallèles. 

Entre  Z ik  X font  AB  & , 

C D deux  lignes  égales , dont  E B E C 
AB  efi  perpendiculaire  fur  A' 

^CD  fur  Z : je  dis  que  Z & 

X font  parallèles. 

Car  fi  Z n’efl  pas  parallèle 
hX,  elle  s’en  éloignera  ou 

. B 2 , s’en 

cf»p.n.e7.  àj»p.n.^s- 
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s'en  approchera  : on  montrera  que  l’un  & Tau- 
. ’tre  eft  abfurde  ; ainfi  il  Faut 
qu’elles  foient  parallèles. 

1°.  Si  on  fuppofe  qu’elle 
: s’éloigne,  ayant  du  point  A , 
tiré  /iE  perpendiculaire  fur 
Z • , alors  fi  cette  perpendi- 
• culaire  convient  avec  /.  J3 , Z 

Feront  perpendiculaires  b parlaconf- 
truélion,  & ainfi  parallèles  entre  elles*^,  contre 
la.fuppofition.  Que  ü tombe  à côté  de 

B . la  perpendiculaire £ fera  plus  courte 
que  l’oblique  par  conféquent  aulli  plus 
courte  que  CD  = AB^,  ainfi  la  ligne  / s’ap- 
prochera de  la  ligne  A”,  contre  la  iuppofition. 

2°.  Si  on  fuppofe  que  la 
ligne.  Z s’approche  de  lali- 
. .gne  A' , il  y aura  une  fembla- 
ble  abfurdité;  car  au  point  B 
ayant  élevé  fur  la  ligne  Z la 
perpendiculaire /Je. e, c(Pm- 
rhe  AB  eft  perpendiculaire  fur  V ,li  elle  con- 
vient avec  A b , alors , fuivant  ce  qui  vient  d’ê- 
tre dit,  Z & A feront  parallèles  ; mais  ü a E . 
tombe  à côté , copime  AB  a été  propofée  per- 
pendiculaire fur  , Fi  £ fera  oblique,  & par 
conféquent  BE  plus  grande  que  b a ^ ou  que 
foft  égale  CD  , ainfi  Z & A's’éloigneront,contre 
la  fuppofition  qui  avoit  été  faite  de  s’appro- 
ciicr  ; ce  qu’il  falloit  démontrer. 

P R O n L E M E. 

Par  un  point  donné  mener  une  ligne  parallèle 
à ligne  donnée.  Eucl.LPr0p.3i. 

Soit  Ab  une  ligne  à laquelle  il  faut  mener 
une  parallèle  par  le  point  donné  C.  De  ce  point 

C 

s/ap.K.^6.  h f-ip.n.  6t.  c/up.n.il.  à/ap,4xitmeu 
tfup.n.^T.  ifup.n.si, 
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Cj’abaifle  une  perpendi- 
culaire fur  la*  ligne  don- 
née AD  , fur  laquelle 
ayant  élevé  une  perpen- 
diculaire telle  qu’, y/;  éga- 
le à CZ> , il  eft  clair  que  la 
' ligne  qui  palfera  par  les 
deux  points  B & C fera 

Êarallele  à AD , fuivant  la 
)éfinicion  *. 

lici  encore  une  autre  maniéré.-  D'un  point  quel- 
• conque  A , fait  décrit  un 
Arc  de  telle  ouverture’ qu'il 
pajfe  par  le  point  donné  C , 
duquel  ^ de  la  même  ou  ♦ 
verttire  KOt  ayant  fait  l'Arc 
AB  égal Æ DC,  /«  lig-ne  -me- 
n:e  par  les  points  fera  , ^ 

la  parallèle  requife. 

T H E O R É M E.  ' 

D eux ligne's  parallèles  aune  troifie-rne  font  parai- 
leles  entre  elles.  Eucl.  I.  Prop.  30. 

X & 2”  font  parallèles  avec  Z.  De  A je  mene 
AB . perpendiculaire  fur  Z . laquelle  étant  pro- 
longée jufqu’en  C,puirqu’elle  ed  perpendicu- 
► laife  fur  Z,  elle  le  fera  pa- 
rallèle avec  Zf  ; & puifque  Z eft 
parallèle  avec  X.  cette  ligne  per- 
pendiculaire fur  Z le  fera  aufli  fur  X 
parallèle  avec  Z AinftpuifqueX 
& rfont  perpendiculaires  fur  AC , elles  font  pa- 
rallèles entre  elles  i : ce  qu’il  falloir  démontrer. 
Corollaire. 

On  ne  fauroit  faire  paffer  par  le  même  point  deux  ja 
differentes  lignes  qui  f oient  parallèles  à une -même . ^ 
Car  il  faudroit  par  ce  Théorème  qu’elles  fuf- 

B 3 fent 

♦ ^fup.n,69,  i^fuf.n.ou 
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fent  parallcles  entre  elles  , ce  qui  efl  abfurde» 
puifqu’elles,  aüroient  un  point  \:ommun  , & 
qu’il  cft  de  l’elTencedes  parallèles  de  ne  le  ren- 
contrer jamais. 


SECTION  V.  . 

De' la  differente  pofition  de  deux  Cercles 
ail  regard  l’un  de  l’autre. 
A\:ertissement. 

Un  cercle  peut  être  pofi/  tellement  au  regard 
d'un  autre  cercle , 1®.  ne  te  coupe  ni  ne  le 

touche  point.  2®.  Qu'il  le  coupe  ; ou  que  fans  le 
couper , fl  le  touche  ou  en  dedans  ou  en  dehors, 

Propofîtions  évidentes  touchant  la 
, pofition  des  Cercles. 

Proposition  I. 

T ES  cercles  concentriques  ne  peuvent  ni  fe 
1 > couper  ni  fe  toucher. 

*On  peut  coneevoir  que 
les  cerles  XÇaZ  concentri- 
ques dont eft  le  centre, 
font  faits  par  le?  points  5 
&£  de  la  même  ligne  ÂE. 

Ainfi  le  cercle  que  décrira 
D fera  toujours  au  dedans 
du  cercle  Z que  décrira  £. 

Ces  deux  cercles  ne  fe  peu- 
vent donc  rencontrer. 

Proposition  II. 

7(5  Deux  cercles  concentriques  font  toujours  en  mê- 
me dijîance. 

Car  entre  Z il  y a toujours  k même  dif- 
tan’te  DE. 

Theo- 
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Theoreme  I. 

Deux  ceules  qui  fe  coupent  ne  fout  pas  concen-  77 
triques.  Eucl.  IIL  Prop.  V. 

Soient  deux  cercles  qui  fe  coupent  aux 
points  Zi  & E , je  dis 
qu’ils  n’ont  pas  pour 
centre  un  même  point. 

Car  fi  ell  le  centre  de 
ces  deux  cercles  qui  fe 
coupent  au  point  B , 
les  lignes  À B ^ AC 
rayons  du  même  cer- 
' de  font  égales.  * AC  - 

s:::  AB.  Et  parla  même  raifon  AB:=zAD.  Airni 
AC  = AB=iADi  donc  AC  = AD  ^ C’eft-à- 
dire,  que  la  partie  eft  égale  au  tout,  ce  qui  ne 
peut  pas  être 

Theoreme  II. 

Deux  cercles  qui  fe  touchent  n^ont  pas  concenîrt- 
ques.f  ou  n'ont  pas  même  centre,  Eucl.  III.  Prop.  6. 

Soient  deux  cercles  qui  fe  touchent  au  point 
B , je  dis  qu’ils  n’ont  point  B 

le  même  centre  ; car  u é- 
toit  le  centre  de  ces  deux 
cercles , alors  AD  zr.  AB  & 

AB  =:  AC  : par  conféquent  ^ 

AD=:AB=:AC;  ainfî  AD 
zzAC^,  c’eft-à-dire , que  la 
partie^/^C  feroit  égale  à fon 
tout  A D^  et  qui  eft  abfurde. 

T H E O R E M E III. 

Si  deux  OU  plujieurs  cercles  ont  leur  centre  dans 
une  même  ligne , qsCils  coupent  dans  un  meme  ^ 
point , ils  fe  touchent  en  ce  feul  point. 

B 4 Les 

a fup.  n.  40.  b /upt  Ax,  ) C f»p,Ax*  U d /up.  n.  zo«  - 
e jup.  Ax.\.  ^ 
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I.es  cercles  ont  leurs  centres  dans 

]a  même  ligne  qu’ils  coupent  au  point  U.  l\  ' 
faut  prouver  qu’ils  fe  touchent  encefeûl  point 
D-  Si  l’on  pré- 
tend qu’ils  fe  tou- 
chent ailleurs , ou 
qu’ils  fe  rencon- 
trent en  E ; alors 
puif- 

que  ce  font  les 
rayons  d’un  même  cercle.  Parla  même raifon 
CD  = CE.  Vdimnt  a e — {-CE— ad — \-CD.^ 
ce  qui  eftabfurde*.  De  même  on  démontre  que 
Z ài  X ne  fe  rencontrent  pointent;  car  s’ils 
fe  rencontroient , BD=.  BE,  AE  = AD  ; 
mais //Z)  = —H  BZ) , ou /^Ü -f  B Zi  ; Donc 

' AEz=AB—\-BE^  ce  qui:efl  abfurde f. 

Corollaire. 

80  Deux  cercles  »e  fe  peuvent,  toucher  en  dedans  ou 
en  dehors  cj^u' en  un  feul point.  Eucl.  III.  Prop.  13. 

X & Z fe  touchent  en  dcdans,(mêmefigure.) 

Si  c’ell  au  point  D , ils  ne  fe  peuvent  toucher  , 
ailleurSjparexemple  J aupoint  £.  S’ils fetou- 
chent^en  A,  jls  ne  fe  peuvent  toucher  en  , car  . 
AB-ÊBE  feroit  égal  à AE , cequi  efl; abfurde].. 
Que  T’fe  touchent  en  dehors,  fi  c’efi:  au 
point  O , ils  ne  fe  peuvent  toucher  dans  un  au-  ' y 
tre , par  exemple  en  E , car  alors  AC  = AE  — |- 
EC,  ce  qui  efi  abfurde  ]. 

Theoreme  IV. 

81  Si  deux  cercles  fe  touchent  en  dedans  , la  li^ne 
droite  qui  joindra  leurs  centres  étant  prolon^e'e 
tombera  fur  le  point  dé  attouchement  de  ces  deux 

' cercles.  Eucl.IIl.Prop.il. 

lo.ParleThéorêmelI.  ces  deux  cercles  n’ont 
pas  un  même  centre.  2°.  Soit  Z’ centre  de  B AB  : 

‘fi 

^ Jitp.n.ti,  '\.fup,n,\i,  •^/up.n.l^^ 

i 
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fi  on  veut  que  G le  foit  de  A 

D AD  qui  n’ef^as  dans  la  li- 
gne iv^,qui  paiie  par  A point 
de  Tattouchement,  alors  GA 
z=uGD^.  Ainfi  FG-\-GA 
r=^FG-^GÜ\  OïFG-fGA 
;:='/\^^&;parconréquent  que 
FB,  car  FA  =:FB^.  Ainfi  FG 
—FGDt'FB  ou  /'G— h GB.  Otanc  donc  FG, 
partie  commune  ^ réitéra  GD  'P'  que  le  tout 
ce  qui  eft  impoflible. 

♦THEOREME  V.  ^ 

Si  deux  cercles  fe  touchent  en  dehors , une  ligne  82 
droite  menée  pdr  leurs  centres, pajfera  par  le  point 
de  leur  attouchement.  Eucl.  lÎL  Prop.  12.  > 

Soient  deux  cercles  DAD  & EAE  qui  fe  tou- 
chent en  A.  Je  dis  que  la  ligne  qm  joindra  leurs 
centres  paflera par  le  point Sfon  lemejoa 
eit  contraint  de  dire 
une  chofe  abfurde  ; car 
que  B foit  centre  de 
IFAD , & C de  E AE , 

& qu’ainfi  la  ligne  BC 
ne  paflera  pas  par  A 
OLi  ces  deux  cercles  fe 
touchent  : B A— BD  & 

CA=CEf.  Donc  B A-^AC=BD-{-CE:  FuiC- 
ue  3 C ne  paiTe  pas  par  le  point  d’attouchement 
e ces  deux  cercles  qui  cil  commun , D èn  E 
ne  font  pas  un  même  point  ; il  y a entre  deux 
un  intervalle, favoir.ZJAjje  l’ajoute  à BD  — |-C£; 
alors  BD— F DE  — }-  Ct.  eft  plus  grand  que  AB 
-4-  AC , ce  qui  eft  abfurde  g. 

■'  SEC- 

a/ûp.  H.  20.  b/(tp.  .Axiome 4.  c fup.n.  \ z,  dfnp.  ».  2*« 
t/up,Axit»tl,  i/up.n^xo  e fup.n.  Il, 

B 5 ' . 

» > 
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SECTION  VI. 

De  la  pofition  d’une  Ligne  droite  au 
regard  d’un  Cercle. 
Avertissement. 


XJne  lipie  droite  peut  être  entièrement  dans  un 
cercle  , ou  au  dehors.  Si  elle  eji  dehors , elle  le  peut 
quelquefois  atteindre  , 1orfqu*on  la  prolonge  ; de 
forte  quelle  le  coupe  ou  qu'elle  le  touche  feulement 
fans  y entrer. 

♦THEOREME  I. 


83 


84 


Si  en  la  circonférence  d^un  cercle  on  prend  deux 
points  comme  on  voudra , la  li^ne  droite  menée  de 
l'un  à l'autre  de  ces  deux  points , tombera  dans 
le  cercle.  Eüd.  III.  Prop.  2. 

fî  & C font  deux  points  dans  la  circonférence 
du  cercle  A' ; il  faut  prouver  que  la  ligne  B C 
menée  entre  ces  points  eft  entièrement  dans  ce 
cercle.  De  centre  de  X foit  fur  Z)  milieu  de 
£Cune  ligne  droite;puifque  a ^ 
yîB  &lAC  rayons  de  X font  X 

égaux,  & que  Z)  cO: le  milieu  t X I X r 

de  B C,  cette  ligne  AD 
perpendiculaire»,  & partant  ^ 

plus  courte  que  AB  & AC  Ainfi  D eft  dans  le 
cercle^.  Or  toute  autre  ligne  oblique  menée  de 
A fur  BC , fera  auflîplus  courte  que  AB  & AC^. 
La  ligne  b Ceft  donc  entièrement  dans  le  cercle. 
Theoreme  II. 


Si  une  corde  ejl  coupée  perpendiculairement  en 
deux  parties  égales par  une  ligne.,  je  dis  que 
cette  ligne  coupe  l'arc  du  cercle  en  deux  égale-' 
ment , ^ pa(fe  par  le  centre. 

Soit  la  corde  CD  coupée  peipendiculairemcnt 
en  deux  parties  égales  par  la  ligne  BZ'au  point 

K, 

a /ttp.  »,  3i.  b f»p.  ».  40.  c fup,  ».  5 J,  d f»p.  ». 
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£,je  dis  que  cette  ligne  coupe  i’arc  CD  en  deux 
également  en  S,&  paflfe  par  le  centre  du  cercle. 

1°.  Puifque  lepoint  E e(l  éga- 
lement éloigné  des  points  C & 

Ü , & que  fî/"’efl:  perpendiculai-  ç 
re  ïm  C D,  le  point  B qui  elt*^ 
dans  cette  perpendiculaire  fera 
auflî  également  éloigné  des 
points  C Çl  & partant  la 
corde  BC  égale  à la  corde  BD, 

& par  conféquent  l’arc  BC  égal  à l’arc  SZ)^; 
ainfi  l’arc  CED  eft  coupé  en  deux  également: 
la  même  chofe  fera  pour  l’arc  CFD. 

20.  La  pei-pendiculaire  B F palfe  par  tous 
les  points  également  éloignez  de  C & de  Z) 

Or  le  centre  de  ce  cercle  ell  également  éloigné 
de  ces  deux  points  C & £)  ; donc  B F palfe  par 
ce  centre. 

Corollaire  I. 

Il  ejl  évident  que  pour  couper  un  arc  en  deux  oç 
parties  égales , il  faut  élever  fur  la  moitié  de  fa  ^ 
corde  une  perpendiculaire.  Eiicl.  III.  Prop.  30. 

Corollaire  II. 

Les  deux  arcs  compris  entre  deux  lignes  pa-  g(j 
ralleles  font  égaux. 

Les  deux  arcs  MC  & 

JVZ) , compris  entre  les 
deux  lignes  ou  cordes  M 
parallèles  MN  ài  C D q 
font  égaux;  car  ayant 
tiré  le  diamètre  BI  per- 
pendiculaire fur  CD^, 
il  le  fera  auiîifurilZAT’e; 
ainfi  ÜM  =: /y  M & fi  C 
•zzEDC  Les  arcs  de  ces  cordes  égales  feront 

B 6 égaux 

a fup.  «.41  b yîi^.  n-iï.  c fup.  «.4». 

tfop.  n,6ÿ,  ».  42* 
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égaux  *.  Donc  l’arc  B C —B/lf  = B D —BAT* 
mais  l’arc  BC  moins  l’arc  BM  eft  égal  à Tare 
CM,  & pareillement  B£)  — BN=z  ND  ; donc 
CM=:ND  : ce  qu’il  falloit  démontrer.  Que  fi, 
au-lieu  de  la  corde  MAT  on  avoit  fuppofé  en  B 
une  X'angente  parallèle  à Cé),  on  auroit  dé- 
montré encore  plus  promptement  l’arc  BC 
égal  à l’arc  B D. 

Problème  I. 

Erois  points  étant  donnez^trouver  le  centre  dé  un 
cer  c le  quipaffepar  ces  points , Euclid.  III.  Prop . i . 

Soient  trois  points  donnez^.  B,  C.  On  les 
joindra  pardeux  droi- 
tes /^B , BC , que  l’on 
regardera  comme  les' 
cordes  du  cercle  cher- 
ché ; & menant  deux 
perpendiculaire^  fur 
le  milieu  de  ces  deux  •» 
lignes,  je  dis  que  le 
point  K oh  ces  deux 
lignes  fe  coupent , efi: 
le  centre  du  cercle 
que  l’on  demande:  ce 
qui  efi'évident  par  le  Théorème  précédent. 

Si  les  trois  points  donnez  étaient  dans  une  ligne 
droite  , la  qutflion  aurait  été  impojfible , comme  il 
efi  évident  ; car  alors  les  deux  perpendiculaires 
ne  fe  couperaient  pas  pétant  parallèles  4 

Corollaire  I. 
gg  Deux  cercles  ne  peuvent  avoir  trois  points  com- 
muns , comme  A , B , C , qu'ils  ne  les  ayent  tous. 

Ces  deux  cercles  ayant  un  même  centre , la- 
voir/sC,  & étant  décrits  d’un  même  intervalle, 
ils  ne  peuvent  être  qu’un  même  cercle  f. 

• C o- 

* fép.  » 31.  «.s*. 
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Corollaire  II. 

Deux  cercles  ne  fe  peuvent  couper  en  plus  de  3p 
deux  points.  Eucl.  III.  Prop.  lo. 

Car  s’ils  fe  coupoient  en  trois , ils  auroicnt 
trois  points  communs  ; ainli  par  le  Corollaire 
précédent  ce  ne  feroit  pas  deux  differens  cer- 
cles. 

Corollaire  III. 

Une*  portion  de  cercle  étant  ionnée  ^ on  peut  çq 
achever  le  cercle.  Eucl.  III.  Prop.  25. 

Marquez  trois  points  dans ‘cette  portion, 
après  quoi  vous  pouvez  trouver  le-  centre  du 
cercle  dont  elle  eft  partie  par  le  Problème 
précédent. 

Theoreme  III. 

St  une  ligne  coupe  la  corde  ou  Varcfd'un  c/rcle  pj 
en  deux  parties  égales  . par  le  centre  ^ je 

dis  qu'elle  la  coupe  perpendiculairement.  Eucl. 

III.  Prop.  3. 

Soit  la  ligne  BX,  qui  coupe  l’arc, ou  la  cor- 
de d’un  cercle,  en  deux 
parties  égales  & pafle  par 
le  cgitre  K ; je  dis  qu’elle 
coupe  cette  corde  per-  Ç 
pendiculairement  ; car  il 
y a dans  cette  ligne  B K 
deux  points,  favoir^f  ou 
B K également  éloi- 
gnez de  C &de  Z),puifqueyf  eft  la  moitié  de 
la  ligne  CD , & B moitié  de  l’arc  CBD , & que 
K eft  le  centre.  Donc  BiC  eft  perpendiculaire*.  , 
Theoreme  IV. 

Si  une  ligne  coupe  perpendiculairement  la  corde  -92 
d'un  cercle  , ^ pàjfe  par  le  centre  ^ je  dis  qu'elle  la 
coupe  en  deux  parties  égales.  Eucl.  III.  Prop.  3. 

La  ligne  B K pafle  par  le  centre  if,  & eft  pèr- , 

B 7 . . pen- 
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pendiculaire  fur  CD\  je 
dis  qu’elle  coupe  CD  par 
la  moitié.  Le  centre  eft 
également  éloigné  de  C C 
& de  Z),  & B K étant  per- 
pendiculaire, le  point 
& tous  les  autres  de  B K 
doivent  être  également 
éloignez  de  C & de  Donc  AC^AD 
ainfi  CD  eft  coupé  par  la  moitié. 

Theoreme  V. 

P3  Deux  cordes  qui  ne  pilent  pas  par  le  centre^ne  fe 

peuvent  couper  par  le  milieu.  Eucl.  III.  Prop.  4. 
■ Soient  deux  cordes  qui  fe  coupent 

au  point  /f,  autre  que  le  centre  du  cercleye  dis 
qu’elles  ne  fe  coupent  pas  en  parties  égaies.  Si 
ces  deux  cordes  le  cou- 
pent en  A ^ qui  n’cft  pas  * 
le  centre,  & que  ce  point 
ïbit  le  milieu  de  ces  deux2> 
lignes , ayant  mené  de  A 
une  ligne  au  centre  K, 
cette  ligne  K A fera  per- 
pendiculaire fur  BC  & 
fur  DE  f.  Donc  BC  & DE  feront  perpendicu- 
laires fur/f/Zl;ainfi  furie  même  point  il  y 
a deux  perpendiculaires,  ce  qui  eft  impoffible  j:. 

Theoreme  VI. 

P4  Les  cordes  qui  font  Jralement  éloignées  du'cen- 
^ tre  font  égalés  ; jf  elles  font  é/ales , leurs  dis- 

tances du  centre  font  égales.  Eücl.  III.  Prop.  14, 
Soient  les  cordes  BC  &,GH  également  éloi- 
gnées du  centre  K ;je  dis  qu’elles  font  égales; 
& fi  elles  font  égales , leurs  diftances  KE^  KF 
du  centre  font  égales. 

,.  1°.  Je  mene  fur  ces  cordes  les  perpendicu- 

lai- 

*/up.  tA/*  » 91»  «•4î« 


Digitized  by  ^'.ringlc 


• 


Livre  L SeUion  VI, 

laires  DK  ^KL  qui  ^ 

les  coupent  par  le  ' 
milieu*.  Par  l’hy-P 
pothefe  X£=XF,  '/\/  \ > 

&puifqueB/C=^//  / \/ 

&XC=±XG:  donc  ( 
l’oblique  K’fî  étant  é- 
gale  à robliqueiC//, 
&lesperpendiculai-  \ 
resÂ^£&££deces  ^ 


obliques  étant  éga- 
les, les  éloignemens  du  perpendicule  BjE  & 

Ht'  fbront  égaux  f.  Par  la  même  voye  on 
prouve  que  ECn:iFG\  qu’ainü  BC  •=zHG; 
ce  qu’il  falloit  prouver. 

2°.  On  a montré  que  les  obliques  comme  , 
KB  & iC// étant  égales,  & les  dillances  BE 
& HF  du  perpendicule  étant  égales , les  per- 
pendiculaires KE  & iCFfont  égales 

Theoreme  vu.*  ^ 

De  toutes  les  lignes  qui  font  dans  le  cercle , /?  95 
diamètre  ou  la  ligne  qui  pajfe  par  le  centre  eji'la 
/>/»/^r4»</^.Eucl.  IlI.Prop.  15.  CB 

Soit  la  ligne  /IB  le  diame-' 
tre,  il  faut  prouver  qu’il  eft  /\^  ^\  - 

plus  grand  que  CD , ou  que  ( V \ 
quelque  autre  ligne  que  ce  foitj  ' /S.'  j 

qui  ne  puifle  palier  par  le  cen-  \ / / 

tre  : ce  qui  eft  évident.  Car  \ / J 
KC^KB ,^KD-KA\2M\  N4_L-/ 
B/#=A:Ch-^D  OrXC^^/)  D A 
eft  plus  grand  que  donc  B/f  eft  plus 

grand  que  CD., 

Theoreme  VIII. 

Les  cordes  les  plus  proches  du  centre  du  cercle  9^ 
font  les  plus  grandes , les  plus  grandes  font  les 

plus 
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plus  proches  du  centre  du  cercle.  Eucl.III.Prop.  15. 

/}  foie  le  centre  d’un  cercle , & les  1 ignés  pro- 
pofées  foientfîC , & Dh.  Il  faut  prouver  que 
Z)£  qui  eft  plus  proche  du  centre  d,  ell  plus 
grande  que  B C qui  en  cil  plus 
éloignée. 

La  diftance  de  J3  (7  eft  ÀM, 

& celle  de  OE  eft  JN,  la- 
quelle diftance  eft  plus  peti-F[ 

' te.  Il  faut  prouver  que  DE 
qui  eft  plus  proche  du  centre 
eft  plus  grande  que  BC , qui 
en  eft  plus  éloignée,  ce  qui  eft  évident;  car 
l’arc  EFü  eft  plus  grand  que  l’arc  CFB  : Or  les 
j^us  grands  arcs  ont  de  plus  grandes  cordes*'. 
Donc  DE  corde  de  EFDeG:  plus  grande  queS  C 
corde  de  CFB.  C’eft  ce  qu’il  falloir  démontrer. 

T H E O R E M E'  I X._ 

97  Si  une  li^neefl  la  corde  commune  de  deux  arcs 
de  cerclec  tnégaux  <pui  fe  coupent , je  dis  que  l'Eure 
du  petit  cercle  contient  plus  de  degrez  que  V arc 
du  grand. 

Soient  deux  cercles  inégaux  Z & Z qui  fc 
coupent  aux  points  C & /) , la  corde  CD  leur 
eft  commune.  Je  dis  que  l’arc  CZD  du  petit 
cercle  contient  plus 
de  degrez  *que  l’arc 
CXOavi  grand.  Car 
fi  les  deux  arcs  dont 
^ C Z)  eft  la  corde  é- 
toient  les  mêmes, 
qu’ils  fuflent  par  ex- 
emple également  dç 
■ dix  degrez , il  ne 
• feroit  pas  vrai,  comme  on  en  eft  convenu f, 

' que  les  arcs  d’un  pareil  nombre  de  degrez 

ont 

• îi.  ^ 
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ont  de  plus  grandes  cordes  dans  les  plus  grands 
cercles. 

, Corollaire 
Donc  une  meme  li^ne  ne  peut  être  la  corde  de  98 
deux  arcs  d'‘un  pareil  nombre  de  devrez  ■,  qui 
/oient  portions  de  cercles  ine/aux. 

Avertis  s ,f.  m e n t. 

Il  a été  obfervéfup.  n.  iZ.  qu'on  confidere  tou~ 
jours  le  plus  petit  arc  de  chaque  cercle , à moins 
qu'il  ne/oit  expliqué  autrement. 

Theoreme  X. 

Si  L'un  point  pris  hors  Lun  cercle , on  mene  pp 
plujïeurs  lignes  qui  le  traverfent  ^ fe  terminent 
a la  circonférence je  dis  1®  De  toutes  celles  qui 
tomberont  fur  la  partie  convexe  , celle  qui  paiera 
far  le  centre  étant  prolongée  ^ fera  la  plus  courte. 
Celles  enfuite  qui  feront  plus  près  d'elle , feront 
plus  courtes  que  les  plus  éloignées.  z°.  C'efl  le 
contraire  dans  des  lignes  qui  tombent  fur  la  partie 
concave.  Eucl.  III.  Prop.  8. 

Soit  le  point  B , duquel  on  ait  mené  les  li- 
gnes AG  A/-;je  dis  i®.  Que  AC  quipalTe 
par  le  centre  ell  plus  courte  que  toute  autre 
menée  du  même  point , par  exemple , que  BD, 


ÇÀi  AC ■=.  AD'.  Or  AC— {-  CB  ell:  plus  courte 
que  AD—\-DB^.  Donc  BC  fera  plus  courte 
que  BD\.  AD:=.AE.  Or //Z)— eftplus 

' court 

♦ fup.  n.  it.  t Ax,  7. 


Digitized  by  Google 


4*  Elémens  de  Géométrie. 

court  que  Donc  retranchant 

les  grandeurs  égales  AD  & refte  üB 

fera  plus  court  que  le  refte  BÆ*». 

2».  Que  B H qui  pafle  par  le  centre  cft  la 
plus  grande;  car  A Ü—\-A  AG. 

Or  AB AG  eft  plus  grand  que  BG<^.  Donc 
BH  eft  plus  grand  queBC.  Il  eft  pareillement 
évident  que  B D F eft  plus  grand  que 
BFà.  Or  DG,  eft  plus  grand  que  D/’  C,  Donc 
BD~\-  DG  eft  plus  grand  que  Bf.  ^ 
Corollaire. 

*•0  S*ily  a cUhx  hgnes  droites  égales  ou  inégales 
pofées  l'une  fur,  l'autre,  £5’  convenantes  par  un 
point  (Tune  de  leurs  extr imitez , fur  lequel  t'une 
ou  l' autre  tourne  circulairement , en  s'écartant', 
la  ligne  qui  joindra  leurs  autres  extrémitez  de* 
viendra  toujours  plus  granit  jufques'à  ce  que  ces 
deux  lignes  ne  fajfent  qu'une  feule  ligne  droite. 

Soient  deux  lignes  AB , AC  , lur  AB  tigure 

Îirécédente dont  AC  tournera  circulairement 
ur  l’extrémité  /f , en  s’écartant  écAB  ,pas- 
fant  par  D ,E, F.  Les  lignes  comme  É D, 
BE,  BF,  &c.  qui  joignent  leurs' extrémitez 
deviennent  toujours  plus  grandes,  jufques  à 
ce  que  lefdites  deux  lignes  forment  la  feule 
droite  BAH-,  c’eftce  qui  vient  d’être  prouvée 
Theoreme  XI. 

IPI  Si'dun  point  ^rit  hors  le  centre  du  cercle , on 
mene  des  lignes  a la  circonférence , je  dis  que  cel- 
le qui  pafera  par  le  centre  fera  la  plus  grande, 
tsf  le  refte  de  ce  diamètre  fera  le  plus  court. 
Eucl.  III.  Prop.  7. 

Soit  le  point  B , & foient  menées  par  ce 
point  les  lignes  BE  qui  palTe  par  le  centre /f, 
JBC  ,BF,  BD,}e  dis  que  BE  eft  la  plus  gran- 
de 
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de,  & fa  partie  BD  la  plus 
courte  de  celles  qui  peu-, 
vent  être  terminées, à ce 
point. 

i®.  BÂ-+  AE=:  B A 
—H  AC,  puifque  AE:=zAC . 

Or  AB  -\r  AC:^  BC\ 

DoncB£  égal  à BA-{-AC, 
eft  plus  grand  que  BC, 

20.  AF=AB  BD.  Or  AB  B Fe(ï 
y A ôtant  donc  AB  partie  commune,  le 
refte  Bf  fera  plus  grand  que  le  relie  BD  «=.  • 
THEOREME  XII. 

De  tous  les  points  qui  font  dans  le  cercle  hors  le 
aentre , on  ne  peut  mener  à la  circonférence  plus  de 
deux  lignes  qui  foient  égales.  Eucl.III,  Prop.'p. 

Soit  A le  centre  du  cercle  A',  le  point  B ne 
Tell  donc  pas.  Je  dis  i®.  Que  B D dl  plus 
grande  que  BC^.  i°. 

QueB£  ell  plus  gran- 
de que  B D j car  /f  D 

A E font  toujours 
le  rayon  de  A',  qui  en 
toumantô:  s’éloignant  p 
de  AB , doit  faire  BE 
plus  grande  que  BD  e 
& pareillement  B Feft 
plus  grande  que  BE. 

Or  B G eft  plus  gran- 
de que  B F*.  Par  conféquent  dans  toute  la 
partie  CDFG  du  cercle  X,  toutes  les  lignes 
menées  de  B à la  circonférence  de  X font 
toutes  inégales. 

Prenant  l’arc  CH  égal  à CD , puifque  AC 
eft  rayon,  il  coupera  DH  perpendiculaire- 
ment 

a fup.  n iz.  b fup.  *.  iz.  c fup>  Axînmi  7. 
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ment  * , & en  deux 
parties  égales  au  point 
/t  ;ainfî  y ayant  éga- 
lité de  perpendicule  D 
& de  ion  éloigne- 
ment , les  obliques  P 
B//,  B Z)  feront  égales^ 

1 ; mais  toute  autre  li- 
gne que  B H fera  ou 
plus  petite  ou  plus 
grande,  comme  on 
vient  de  le  voir.On  peut  démontrer  de  la  même 
maniéré  que  de  part  & d’autre  de  C,on  peut 
mener  deux  lignes  égales,  & non  davantage. 

, C O R O L L A'I  R E I. 

Il  n'y  a donc  que  le  feul  centre  du  cercle  d'où 
l'on  puijje  tirer  à la  circonférence  plus  de  deux 
lignes  égales. 

Corollaire  II. 

J04  T’eut  point  dans  le  cercle  dont  on  peut  tirer  à 
la  circonférence  trois  lignes  égales , ejl  le  centre 
• du  cercle.  Euclid.  III.  Prop.  9. 

THEOREME  XIII. 

Une  ligne  iraverfant  deux  cercles  concentriques.^ 
fait  qu'elle  paJJ'e  par  le  centre  ou  qu'elle  n'y  pafje 
pas.,  les  parties  de  chacune  de  ces  lignes  inter cepy 
fées  entre  les  deux  circonfe- 
' rentes font  égales  entre  elles. 

Soient  BC , BD  qui  tra- 
verfent  deux  cercles  con- 
centriques; je  dis  que 
-NC,  ikBF=ED.  1°. 

Pour  BC  qui  palTe  par  le 
centre, cela  a été  prouvé  j; . 

2°.  De  menant  une 
perpendiculaire  fur  B D , 

alors 
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alors  G D^GB  & GE:=iGF»  Donc  GD -GE 
-GB-FG^.  Or  g D-GEz^DE,^GB  ' 
— GF=zFB  ; donc  D£=  B F, 

'THEOREME  XIV.. 

Une  Itfne  perpendiculaire  a Pcxtré nité  d*UH  io( 
rayon , touche  le  cercle  , isf  ne  le  touche  qu'en  un 
feiil  point.  Eucl.  III.  Prop.  16  & 18. 

/ / ^ eft  perpendiculaire  fur  B K , il  faut 
prouver  que  cette  ligne  ne  touche  le-cercle  X 
qu’au  point  B. 

Si  on  dit  qu’elle  B C 31 

le  touche  dans  un 
fécond  point,  com- 
me en  O , je  mene  . 
de  £ à C une  ligne , 
laquelle  n’eft  pas  ' 
perpendiculaire  fur 
BDjpuifque  de  K 
fur  BD  on  ne  peut 
mener  qu’une  feule 
perpendiculaire  Elle  eft  donc  plus  grande 
que  le  rayon  BK . qui  eft  perpendiculaire  fur 
ÈD^\  partant  le  point  6'  eft  hors  le  cercle  T* 
ainfî  B Z)  ne  le  touche  pas  en  ces  deux  points  B 
& C, mais  feulement  en  B. 

C O R O L ly  A I R E. 

Il  ne  peut  y avoir  qu'unef feule  ligne  qui  touche 
le  cercle  dans  un  même  point.  ^ 

Deux  diîferentes  lignes  ne  peuvent  toucher 
le  cercle  Tau  même  point  B ; car  par  ceThéo- 
rême,  elles  feroient  toutes  deux  perpendicu- 
laires fur  BK  \ ce  qui  eft  impoflible  «. 

T H G 0 R E M E XV. 

Si  au  dedans  d'un  cercle  on  tire  une  ligne  q'ii  fait 
perpendiculaire  fur  le  point  de  l^ attouchement  de  la 

tast"' 
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tanrente  ou,  touchante , cette  perpendiculaire pajjera 
par  le  centre  de  ce  cerxte,  Euclid.  lii.  ir^füp.  19. 

CD  e't  une  tangente  ou  touchanterde  c point 
'd  ittoudieinent , je  mene  au  dedans  du  cercle  u- 
ne  perpèndiculaire:je  dis  qu'elle  paüe  par  le  cen- 
tre K.  Si  on  veut  que  ce  foit  par  B qui  n’eft 
pas  le  centre , je  prouve  q q 

u’on  n’a  pas  raifon;  car 
e C ayant  mené  le  rayon 
K(.\  & élevc,au  point  C 
■une  perpendiculaire  qui 
fera  tangente*,  mais  elle 
fera  la  même  que  C D , 
puifqu'au  point  C il  n’y 
peut  avoir  qu’une  feule 
Xangente  f:  Ainfi  fur  la  ligne  CD  au  même 
point  il  y auroit  deux  perpendiculaires  CK  & 
CB  J ce  qui  implique  j.' 


THEOREME  'XVI. 
f 09  Entre  une  tangente  la  circonférence  d* ntt 
cercle,,  on  ne  peut  mener'  aucune  ligne  droite^ 
mais  on  peut  mener  un  nombre  infini  de  lignes 
circulaires,  £ucl.  III.  t^rop.  I<5.  . 

Si  entre  ÜD  tangen- 
te & le  cercle  V,  on 
peut  mener  quelque  li- 
gne droite  qui  partage 
, i’efpace  encre  la  tan- 
gente B D & le  cercle , 
que  ce  foit  la  ligne  B F, 
fur  laquelle  je  mene  du 
point  K une  autre  li- 
gne qui  lui  foit  perpen- 
diculaire, favoir  KE, 
qui  fera  plus  courte  que  le  rayon  BK , qui 

f/up.ihi96, 
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jfert:  pas  perpendiculaire  fur  cette  ligne  *; 
aimi  KE  étant  pius  petite  que  le  rayon  , 
fou  ÇAtremité  - elt  au  dedans  du  cercle.  Par 
conlequent  la  lignes  n’ell:  pas  hors  du  cer- 
cle, ainli  elle  pe  partage  pas  refpace  qui  efl: 
entre  !ui  & la  tangente 
iVjais  entre  la  tangente  & le  cercle  T,  on 
peut  faire  palier  une  infinité  de  cercles  ; car 
ayant  prolongé  le  rayon  /Il  au-delà  du  centre 
&.  de  È comme  cen- 
tre , & de  l’inlervalle  -B A 

£/iayantfait  le  cer- 
cle Z , la  ligne  fe- 
ra tangente  à ce  cer- 
cle t , lequel  étant 
plus  grand  , fera  au 
dehors  du  cercle  T. 

Pareillement  le  cer- 
cle A 3 dont  le  centre 
efl:  fera  encore 

entre  /IB  & T,  ainli  ‘ 

à l’infini.  Par  conlequent  entre  la  tangente 
ylB  & le  cercle  T on  peut  faire  palTer  une  in- 
finité de  lignes  circulaires. 

Corollaire. 

U.  efl  évident  que  l' efpace  compris  entre  la  tan- 
gente ^ la  circonférence  d'un  cercle  je  peut  donc 
divij'er  en  une  infinité  de  parties, . 

THEOREME  XVII: 
point  hors  le  cercle  on  ne  peut  mener  au 
cercle  d'un  même  côté  plus  d'une  tangente. 
Toute  autre  -ligne  le  coupera , ou  ne  l’at- 
teindra pas. 

. Soit  A un  point  donné  hors  le  cercle.  La 
ligne  AB\ç.  touche  au  point  B.  Je  dis  que  do 
A vers  B on  ne  peut  point  mener  une  autre 

can- 
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tangçûte , que  toute  autre  ligne  le  coupera,  ou 
ne  le  touchera  pas.  Car  i°.  elle  elt au-delà 
de  J , elle  ne  touchera 
pas  le  cercle.  2°.  Si  elle 
pafle  par  B , ce  n’ert  pas 
une  autre  ligne  que  A . 

30.  Si  elle  pallè  au  dellbus 
de  B par  le  point  Z); 
puirque  C B ■p'  ^ D,  le 
point  Z)  fera  dans  le  cer- 
cle *.  Donc  Aü  entre 
dans  le  cercle , & le  coupe. 

Problème  IL 
lit  Mener  nne  ligne  droite  qui 
. touche  un  cercle  dans  un  point  3 3) 

donné.  . , • 

Le  centre  efl:  AT,  le  point  f \ ‘ ^ 
donné  B^  je  mene  le  rayon  j \ .V 

^ A i3,  & fur  fon  extrémité  .B  f V K r 

‘ j’éleve  perpendiculairement 
. BD  qui  fera  la  tangente  qu’il 
falloit  faire  j;. 

P R O B L E M E-  1 1 I.  ' 

XX)  D'un  point  donné  hors  d'un  cercle.^tirer  une  toft'’ 
gente.  Eucl.  III.  Prop.  17. 

Le  cerle  efl:  ^ , le 

point  donné  efl:  C , du- 
quel je  mene  une  ligne  q 
au  centre  /f,&  au  point 
B , oh  cette  ligue  cou- 
e le  cercle, pn,r  le  Pro- 
lême  précédent  je  fais 
la  tangente  iîD.  J e dé- 
cris un  cercle  concen- 
trique par  C,  & de  Z) 
oh  ce  cercle  elt  coupé 

par 

• 
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par Icrtangente  6’Z),je  prensZ^/ ’égaIeàDC',je 
joins  par  une  ligne  qui  fera  la  tangence. 

Parla  conftruélion, la  corde  GD  — Ct\  car 
l’arcGC  eftégalàrarçCA)  *,  & l’arc  CD  à l’arc  , 
DF\  ainfi  les  arcs  GD  &C/-  ctant  égaux,  leurs  ’ 
cordes  font  égales  f . 

Je  me  ne  de  D au  centre' /f  la  ligne  AD  qui  ' 
fera  perpendiculaire  fur  CF,  puifque  deux  de 
fes  points , favoir  Aik.D,  font  également  éloi- 
gnez de  fes  extrémitez  : Or  puifque  les  cordes 
DG  C/Tont  égales,  les  lignes  AB^AE 
fontégales  j.  Donc  le  point  E aufn  bien  que  D 
efl:  dans  la  circonférence  du  cercle  D nü,  ainli  la 
ligne  C/ étant  perpendiculaire  fur  C,  extrémi-' 
té  du  rayon  AE,  elle  toucKe  le  cercle  J.' . 

A V E R T I s s E M e'n  T. 

Ce  Problê/ne  fe  pratique  plus  facilement  ainfi. 
Sois  A le  point  donné,  duquel  tl  faüt  mener  une  . 
tangente  au  cercle  , ^ 

X,  Après av'jir  ti- 
ré la  li^ne  AB  de 
A Æ Ê centre  du 
cercle  X , il  faut 
décrirefur  cetteli- 
ppne  le  cercle  ABC, 
if  au  point  de  fec~ 
tion  G mener  AG 
qui  fera  la  tanp^en- 

te  qtPon  cherchait  ; ce  que  l'on  ne  peut  pas  démon- 
trer en  ce  lieu. 

*♦ 

% I , «V 
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D E L E TENDU  E. 

» 

LIVRE  SECOND. 

De  la  fécondé  ejpece  d’Etendue , qui  eft 
la  Largeur.  Des  Surfaces  planes. 


Section  p r e m i e iR  e. 

Des  Angles , ou  Surfaces  qui  font  erttre  deux 
lignes  5 qui  fe  rencontrent  indirectement . 

Avertissement. 

En  parlant  ici  des  Surfaces , nous  ne  confide^ 
rons  que  les  planes^  c^efi- à-dire  celles  qui  font 
les  plus  courtes  entre  deux  lignes  droites  conf 
mençant  par  celles  qui  font  renfermées  entre  deux 
lignes  qui  fe  rencontrent  ou  qui  fe  coupent  dans 
un  point.  : 

DE- 
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DEFINITIONS.' 

Définition  I. 

^Aftgle  ejl  l'ouverture  de  deux  lignes , ^ 
qui  fe  rencontrent  indireüement- 
Deux  lignes  qui  fc  rencontrent 
direftement,  ne  font  qu’une  même 
ligne.  ^ 

Défi  t i o n IL 

On  appelle  fommet  de  l'Angle  , le  point  de  ren-'  2 
contre  des  deux  lignes  qui  te 
forment , comme  le  point  B ; 
y ces  deux  lignes  font  appel- 
lées  les  cotez , ou  les  jambes 
de  l'Angle. 

Ainü  AB  & BC  font  les 
côtez  ou  les  jambes  ; lorf- 
qu’on  marque  un  Angle  a- 
vec  trois  lettres  comme  ABC,  celle  du  milieu 
B marque  le  fommet,  & les  deux  autres  A . 
& C,  les  côtez. 

Définition  III. 

On  nomme  Angle  plan.^  celui  qui  ejl  fait  fur  3 
un  plan. 

Définition  IV. 

Il  y a trois  fortes  d' Angles  confiderez  par  rap-  4 

3>  i>  5> 

port  à leurs  côtez.  Le  reéliligne , le  curviligne 
k mixtiligne.  Le  reÛiligne  ejl  celui  qui  ejl  forme 
par  la  rencontre  de  deux  lignes  droites , comme 
C ; /^  curviligne  ejl  celui  qui  ejl  formé  par  laren- 
contre  Ae  deux  lignes  courbes , comme  A ; lernixti- 

C Z ' , lip/*e 
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‘ligne  eji  celui  qui  eft  formé  par  la  rencontre  d'aune 
ligne  droite , ^ d'une  courbe , comme  B1 

Propofitions  évidentes  touchant  les 
s . Angles. 

x\VERTlSSEMENT. 

Ce  font  des  Corollaires  de  la  Définition  de 
l'Angle.  0 

Proposition  L 

II  efl  évident  par  la  définition  de  l'Angle^  que 
fa  grandeur  ne  dépend  pas  de  la  longueur  des  li- 
gnes qui  le  forment , mais  de  leur  ouverture. 

’on  prolonge  les 
lignes  zfB , & AC , ou 
qu’on  en  retranche, 
c’eft  toujours  la  mê- 
me ouverture  ; & la 
llirface  qui  efl;  à cette 
ouverture , c’eft-à-di- 
re  la  plus  près  du  fom- 
-met  A , n’en  efl:  aug- 
mentée, ni  diminuée'. 

Proposition  II. 

^ Un  angle  ne  peut  être  augmenté ni  diminué ' 
que  lorfqu'un  de  fes  cotez  e;i  tournant  fur  le  fom- 
r/iet  comme  fur  un  centre , s'-éloigne  ou  s'approche 
de  l'autre  coté. 

Proposition  III.. 

Un  des  cotez' de  l'angle  en  tournant  ^ s'éloi- 
* gnant  de  l'autre  coté fait  toujours  cet  angle  plus 
grand  jufques  à ce  que  faijanî  une  ligne  droite 
avec  cet  autre  côte\  il  ne  fait  plus  d' angle . . " 

/ P R O P O s I ;r  i O N IV. 

Un  des  cotez  de  l'angle  ne  peut  faire  en  tonr- 
''  nant  'qu'un  tour  entier  ou  un  cercle  , après  quoi 

il 
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il fe^  joint  avec  autre  côté^  Çjf  ne  fait  avec  lui 
qu'une  feule  li^ne. 

P r"0  P O.S  I T I O N V. 

Les  arcs  ou  portions  de  differens  cercles  décrits 
par  les  differens  points  d'un  des  citez,  de  l'angle 
font  d'un  pareil  nombre  de  devrez. 

Le  point  du  côté  dBou  //C  décrit  le  cer- 
de  XX,^  le  point  Z le  cercle  ZZ  ; je  dis  que  les 
pùrtionsde  ces  deux  cercles  comprifes  entreles 
rayons  ZB&  ÂC  font  d’un  égal  nombre  de  de- 
grez.  Car  puifqu’ils  font  décrits  en  même  tems, 
fi  nous  divifons  ce 
tems  en  3Ô0  raomens, 
autant  que  le  cercle  a 
de  degrez  ; dans  le 
premier  moment  oii 
Z décrira  la  3Ô0'.  par-1 
tie  de  toute  fa  gran- 
deur, il  ell:  évident 
que  X fera  aulli  une 
même  partie  ducer- 
de  qu’il  décrit.  Car  comme  dans  un  même 
tems  ces  deux  cercles  entiers  s’achevent,  aufii 
chaque  partie  s’acheve  à proportion. 

Proposition  VI. 


Du  fommet  dun  an^le , comme  d'un  centre , 10 
ajant  fait  un  cercle , la  portion  de  ce  cercle  com- 
prife  entre  les  cotez  de  cet  an^le , e(i  la  mefure 
de  cet  angle: 

Propositioi^  VII. 

Le  plus  grand  angle  ne  peut  avoir  peur  fa  me-  u 
fure  toute  la  demie  circofferehee. 

Car  lorfque  le  côté  AC  de  l’angle  B AC  y a 
fait  en  tournant  la  demie  circonférence  SCZ), 
que  C eft  venu  au  point  D , alors  il  ne  fait  plus 
qu’une  ligne  droite  avec  AB  : Caupuifqu’on 

C 3 fup' 


Diqü-zec  by  Google 


5*4  EUmens  âe  Géoipeirie» 

fuppofe  que  BC£>  eftla  demie  circonfei'encc , 
il  faut  que  AD-\-  ÀB  foit  le  diamètre  du: cer- 
AS ne  loient  qu'une 
ligne  droite  qui  cou- 
pe le  cercle  en  deux  / / 

parties  égales.  Tou- 
te la  circonférence 
du  cercle  eft  de  trois 
cens  foixante  degrez, 

& p^  conféquent  la 
demie  circonférence 
de  cent  quatre-vingts  degrez;  ainlt  un'angle 
ne  pÆut  jamais  être  de.  cent  quatre-vingts  ué- 
grez  : car  lorfque  le  côté  AB  c'\  venu  en 
AC  & AB  ne  font  qu’une  ligne  droite. 

Avertissement. 

Que  Ji  au- delà  de  DA.  ^ vient  eu 

E , il  fe  formera  par  ce  moyen  ï* angle  BAE , plus 
grand  ({ue  i8o  degrea^  .,  que  quelques  Géomètres 
nomment  Revers  ^ qui  a pour  fa  mefure  Vmc 
BCDE.  On  ne  conjidtre  pas  ici  cette  forte  d^oH- 
, mais  feulement  celui  EAB  mefuré  par  fore 
EB  complément  de  Parc  RCDE  a»  cercle  entie»^ 
ainfi  qu'on  le  va  expliquer. 

Des  drffererîtes  fortes'd’^Angtes  par  rap- 
port à îeür  ouverture  , ou  par 
rapport  au  Cercle. 

Avertissement. 


Définition  I. 

1 2 ’ U»  angle  qui  a pour  fà  mefure  la  moitié  de  la 
demie  circonférence , ou  h quart  de  P entière  cir- 

con-' 
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conférence  du  cercle^  e'efi-à-dire  un  arc  de  qua^ 
tre-vin^t-dix  devrez , rappelle  Angle  droit.. 

Ainü  fuppolant  que 
Tare  //  C*clt  le  quart 
de  la  circonférence 
AC  DE  y &parconfé- 
quent  de  nonante  de- 
grez,  qui  font  le  qugrt  C 
de  trois  cens  foixante 
degrez  que  vaut  tout 
le  cercle  * , l’angle 
ABC  qui  a pour  mefu- 
re  cet  arc.//C,eft  droit. 

Définition  II. 

'Un  angle  qui  a pour  fa  mefure  un  arc  de  plus  i«  , 
de  nonante  degrez , efi  dit  obtus. 

L’angle  Eût  eft  obtus,  fig.  preced.  l’arc  FC 
' qui  le  mefure , étant  de  plus  de  nonante  degrez, 
puifqtt’il  dt  pâus  grand  que  le  quart  du  cercle 
AC. 

Définition  III. 

Un  angle  qui  a pour  fa  mefure  un  arc  qui  <*  14 
moins  üe  nonante  degrez , efi  appelle  aigu. 

L’angle  EB  E dt  aigu , ayant  pour  fa  mefure 
l’arc  F£,  moindre  que  l’arc  AE  àç.  nonante  de-  * 
même  figure.  L’angle  aigu  peut  diminuer 
à l’infini.  Mais  l’obtus  ne  peut  augmenter  que  - 
jufqa’à  ce  qu’il  s’approche  infinimentde  deux 
angles  droits. 

* Définition  IV. 

L* angle  aigu  qui  avec  V obtus  vaut  deux  droits.^  IJ 
efi  appelU  le  complément  de  l'angle  obtus  au  de^ 
mi  cercle. 

Ainfi , figure  précédente  yV An^e  EB  E eft  le 
complément  de  l’angle  obtus  CB  F. 

C 4 Théo- 

^ Jj»  x«  w*  ^7*  — 


- Digitized  by  Google 


Kîêmens,de  Geomeirte'. 
Theoreme  I. 


■17 


1(5  perpefidiculaire  fur  une  amre  ligne ^ 

fah  avec  elle  deux  angles  droits  ; Çsf  Ji  die  fait 
deux  angles  droits  ^ el.e  ejl  perpendtcula.re. 

10.  b A eil  perpendiculaire  fur  milieu  de 
CZ>;  d’où  comme  centre  ayant  décrit  le  demi 
cercle  ffiZ?  5 parla  notion  de  la  perpendiculai- 
re, les  lignes  ou  cordes  « R 
BC  (Sc  BÜ  font  égales®; 
ainfî  les  arcs  qu’elles  fou- 
tiennent  .font  égauxù>:(5c 
paitant  puifq'ue  CBD  eft 
la  moitié  de  la  circonfe-i 
rence,  CD  étantie  dia-C  A U 

métré  du  cercle , les  arcs^BC  & BD  en  feront 
le  quart;  donc  les  angles*Zl/^C  & B AD  ayant 
chacun  pour  melùre  le  quart  de  cercle,  ils  font 
droits'^. 

QP.  Il  eft  facile  de  démontrer  la  fécondé  par- 
- tie;  car  ft  les  deux  angles  C/ÎB  & DAB  lont 
droits , les  arcs  BC  & BD  font  égaux,  moitié 
chacun  de  la  demie  circonférence  ; mais/^  & 
B étant  ainfi  en  égalediftancedeC’&deZ),  la. 
ligne  AB  eft  perpendiculaire  «. 

T II  E O R E M E IL 
, "Toute  ligne  tombant  fur  une  autre  ^ forme  deux  ' 
angles  égaux  à deux  droits.  Eucl.  I.  Prop.  13.  ' 
Soit  la  ligne  EA , qui  tombeflir  la  ligne  uC , 
je  dis  que  l’angle  DA  E , 
plus  l’angle-£/y6'  valent 
deux  droits.  Car  du 
point  comme  centre, - 
ayant  décrit  le  denii  cer-o 
cie  DEC,  élevé  la  per- 
pendiculaire aB  , loit  que  l’angle.  DAE  foit 

droit, 

a L.'i.  K.  50.  b L.i.fi.3u  cfuf.n.ïi. 
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droit  J obtus  J ou  aigu  fuivantles  Définitions*, 
il  a pour  fa  mcfure  l’arc  DE , &:  l’angle  èâC  a 
pour  la  fienne  l’arc  £Cf  ; ces  deux  arcs -font 
enfemble  la  demie  circonférence  du  cercle  é- 
gale  à 180  degrez,  ou  à deux  droits  i. 

Corollaire  I. 

Il  efi  évident  qu'une  infinité  de  lignes  tombant 
fur  une  autre  ligne  dans  le  même  point , forme- 
ront des  angles  qui  tous  enfemblè  ne  vaudront  que 
deux  droits. 

Corollaire  II. 

Ainfi  deux  ou  plujîeurs  lignes  fe  coupant  en  un  19 
point  lors  qu'elles  font  prolongées  forment  des 
angles  qui  tous  enfemble  ne  vaudront  que  quatre 
angles  droits. 

(^u’on  conçoive  tant  de  lignes  qu’on  voudra, 

qui  tombent  mr  CZ)  q 

au  point  A.  De  ce 
point  comme  centre 
ayant  décrit  un  cer- 
cle, la  mefure  de  C 
tous  ces  angles  fera 
la  demie  circonfé- 
rence CGBl),  qui 
eft  la  mefure  de 
deux  angles  droits.  Ayant  prolongé  les  côtez 
AB , & AG , les  angles  qu’ils  feront  feront  aufll 
égaux  à deux  droits  : Donc  tous  les  angles  qui 
le.  peuvent  faire  autour  de  A font  égaux  à 
quatre  droits. 

T H E O R E M E T II. 

Si  à un  point  de  quelque  ligne  droite  fe  rencon-  20 
trent  deux  autres  lignes  droites  .^faifant  avec  elle  de 
part  ^ d'autre  deux  angles  égaux  à deux  droits^ 
ces  deux  lignes  fe  rencontreront  direéiemcnt.  Eu- 
clid.  1.  Prop.  14. 

' C 5 Les 

♦ 12.13.6*14.  '\fu.p.n,io. 
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Les  deirx  lignes  droites -^S&/fCferencoti- . 
trent'au  point  A de  la  ligne  droite /f£,  & font 
de  part  & d’autre  de  cette  ligne  les  deux  angles 
EAB  & tiAC  égaux  à deux  droits:  il  faut  prou- 
ver qu’elles  fe  rencontrent  diredement,  c’eft-à- 
dire  qu’elles  ne  font  enlèmble  qu’une  feule  ligne 
droite. 

^oiQnKBAE^CAE 
é^ux  à deux  droits. 

Si  on  dit  que  B A & 

/fC  ne  font  pas  une 
feule  ligne,  & que  B A 
étant  prolongée  va  c 
en  D ; donc  par  le 
Thcorême  précé-  , 

dent  les  angles  BAE  & EAD  vaudront  deux 
droits  ; donc  EAD  = EAC  ; ce  qui  eft  abfurde. 

T h e o r e m e IV. 

21  Deux  ligues  cjut  fe  coupent  fous  les  ntigîe s oppo- 
fez  au  fommct  égaux.  Eucl.  L Prop.  Ij. 

Les  deux  lignes  BC  &lEÜ 
fe  coupent  au  point  A.  Je  dis-^ 
que  les  angles  DAC  & BAE 
ion  t égaux , comme  auffi  DA  B 
& CAE. 

BAü  &L  DAC  valent  deux 
droits;  DAB  & EAB  valent 
auffi  deux  droits  * ; donc  B AD  B ' 

-+DACZZBAD-+EAB,  ô- 
tant  de  ces  deux  valeurs  égales  l’angle  commun 
BAD , les  relies  EAD  ài  DAC  feront  égaux. 
Par  le  même  raifonnement,  on  fait  voir  que 
B A D^  EAC. 

Définition  IV. 

22,  Le  Sinus  d'un  arc  ^ ejl  la  moitié  de  la  corde 

du 

* jup.tt.i7. 
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du  double  de  cet  arc ou  la  perpendiculaire  abaij~ 
fée  de  r extrémité'  de  cet  arc  fur  l:  rayon. 

L’arc  £6  J Figure  fuivante,  cft  le  double  de 
l’arc  ligne  fîC , moitié  de  Z?  L corde  de 

B DE  eltfinus  tant  de  l’arc  B.D  que  de  l’arc  BF, 
fon  complément  au  demi  cercle  ;ain(i  les  arcs 
■DE  Ça  B F égaux  enfemble  au  demi  cercle  ont 
un  même  fînus,  & font  réciproquement  com- 
plément l’un  de  l’autre  au  demi  cercle. 

Définition  V. 

Le  finus  d'un  angle  ejl  iejinus  de  l'arc  qui  le  2^ 
mefure. 

Ainfi  BC  qui  eft  fi- 
nus de  l’arc mefu- 
re  de  l’angle  B/ID , efi 
le  finus  de  cet  angle: 

Lorfqu’un  angle  efl: 
obtus,  fon  finus  eft'*'^ 
auHî  le  finus  de  l’angle 
aigu , qui  efl:  fon  com- 
plément au  demi  cer- 
cle; ainfi  BC  efl:  finus 

de  l’angle  obtus  By^£auflî-bien  que  de  l’angle 
aigu  BAD.  Mais  dans  la  fuite  l’on  ne  confidere 
que  les  finus  des  angles  aigus, s’il n’efl:  autre- 
ment expliqué. 

BC  étant  le  finus  de  l'angle  B AD  , on  appelle 
CD  compris  entre  l'arc  BéO  le  finus  verfe 

de  cet  are  BD  ; donc  BC  efl  le  finus  qu'on  nomme 
finus  droit , ou  fimplement  finus  , 

CD  étant. toujouKs  diflingué par 
finus  verfe.  La  ligne  DE  qui  p 
touche  l'arc  ED,^  qui  efl  termi- 
née par  hJE  Çff  AD  qui  compren' 
nent  le  même  arc  ,/£■  nomme  tan- 
gente de  cet  arc  de  P angle  B AD  ; h ligne  ÀE 

^ . C 6 ^ s'ap- 
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appelle  fécante  de  cet  an^le  de  cet  arc.  On  <» 
J ,upputé  les  rapports  ou  raifans  qu'ont  tous  les  dif- 
I erens  Jlnus  avec  le  rayon  le  fuppofant  de  tant  de 
parties  par  exemple  de  lOCOD.  Il  y a des"Tables 
de  toutes  ces  fupputations , dont  on  retire  de  prands 
avantages.,  oui  font  explique'es  dans  P explication 
lufage  de  ces  Tables. 

Theoreme  V. 

2_j.  hes  angles  égaux  ont  des  jinus  égaüx  ; Çÿ  /?  les 
finns  font  égaux  les  angles  font  égaux. 

1°.  Les  angles  CAB  à.G  E F font  égaux. 
Ainfide  leur  fommet  A & £,  &d’un  interval- 


le  égal  5 ayant  fait  les  arcs  CB,  GF,qui  mefurent 
ces  angles , ces  arcs  feront  égaux  *.  Je  les  con- 
tinue de  forte  que  CB=:B Al  G F=zFN:  donc 
puifque  les  arcs  égaux  ont  des  cordes  égales  f,. 
CM  = GN',ik  par  conféquent  CO  <5c  GP  les 
moitiés  de  ces  cordes  font  égales  ; or  ces  moi- 
tiés font  les  finus  des  angles  CAB  & G EF, 
liiivant  la  Définition  J.  ; donc  les  finus  de  ces 
angles  font  égaux. 

'Si  les  finus  C(y  &.(7P  font  égaux, J, 
o:  partant  CB  AI  = GFN  ; doncles  angles  CAB 
ëü  GBF  étant  mefurez  parles  moitiés  de  ces 
arbs  égaux,  ils  font  égaux.  . ' , 

Théo- 

*/up.H,io.  ^ L.i.n  tu  ^fup.n.tz,  ^fup.n.iz,. 


Digitized  1 y Googic 


, c . Livre  IL  Se£îîon  /. 

Theoreme  VI. 
lisr„e  coup,  Ohliquement  deux  parallèles,  2Ç 
elle  forme  huit  angles , dont  il  y en  a quatre  d^aU  ^ 
ternes  intérieurs , ^'quatre  extérieurs.  Je  dis  que 

* Il  faut  prouver  que 

AFE-HGD^f^çuxQ 
= FGD.  Les 
deux  premiers  font 
alternes  extérieurs, 

& deux  les  autres  al- 
ternes inferieurs. 

Démonstration. 

je  mene  entre  les  deux  parallèles  les  Deroem 
diculaires  /X  & GI,  qui  font  égales  f S"un 
même  intervalle  GF , & des  centres  G ie 
gis  les  arp  AG  & Dt\  mefuredes  angles  AFG 
K Les  finus  de  ces  arcs  ou  angles  font  les 

Fnnf  ^Ces  ang  es 

font  donc  ^gaux  & /IfCË  & ^FG  valent  deux 

^ OGH.  Otant  de  part  & 

“ &fG£>,Veftera 

Autre  Démonstration. 

Si  l’on  conçoit  que  AB  tombe  toujours  pa- 
rallelement  à elle-même  jufqu’à  ce  qu’elle  afri- 
ve  a C D , & que  le  point  A s’unilTe  avec  le  point 
G ; Il  elt  clair  qu  elle  la  couvrira  parfaitement 
^ "^''^.^‘^viendra  CG/^’;  mais  GGF 

=/iGL/e.  Il  en  eit  de  même  des  autres. 

Theoreme  VII. 

J/  une  ligne  joignant  deux  autres  lignes  fait  les  ^ 

C 7 2<5 

hfup.n.zi.  c >0.  ».  24. 
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angles  alternes  égaux ces  deux  Ugnes  foutpiiraU 
to.  EucLi.  Prop.  27. 

. SéiAFG^t  GD 
{même  figure)  font 
égaux , leurs  (inus  GI 
& t'K  font  égaux  » , 

G/ell  perpendiculai- 
re fur  riB , & FK  fur 
CD  , par  la  Défini- 
tion des  (inus  par- 
tant les  deux  lignes  A B Si  CD<^,  font  parallèles. 
THEOREME  V I IJ. 

27  Une  ligne  coupant  deux  ou  plufieurF parallèles^ 

^ tous  les  angles  qu'elle  fait  avec  elles  d'une  même 
, part , font  égaux.  

Il  faut  prouver  que  GAT=zdBXzzBCZ , que 
TABz=:XBC^  ZCH , & qu’il  en  eft  de  même  de 
l’autre  part,  que  GAF=zABE=::BCl , ScFAB 
=iEBC=:JCD.  G 

10.  ZCBz=:CBE^, 

&CB  fî  A^'iDonc 

ZCBz::CBE;=zXBA.  F 
Ainfi  félon  .rAxioroc 
que  deux  grandeurs  é-  E 
gales  à une  troifieme , 
font  égales  , ZCB 
= XBA.  On  démon-  ' h 

trcra  de  même  que  G AT—  ABX^  & le  refie. 
THEOREME  IX. 

28  'Si  une  Urne  tombant  fur  plufieurs  autres  lignes 
fait  avec  elles  des  angles  égaux  pris  du  même  fens , 
ces  lignes  feront  parallèles.  Eucl.  I.  Prop.  28. 

G kY—\rTA B , {fig.  précéd  ) valent  deux 
droits,  comme  aufli  GBX-+  GBE^.  Otant 
donc  de  ces  deux  touts  égaux  les  angles  G AT  & 

GBX  . 

s */t*p.  n.if  h /up.  n.it.  C L.l.  fi.71. 

d/up.n.ts.  t/ttp.n.ii.  ifup.n.  ij* 
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GBX  qu’on  fuppofe égaux,  les  angles  alternes 
TAB  & GBE  relieront  égaux.  Donc  * les  li- 
gnes TàiX  font  parallèles.  On  démontrera  de 
la  même  maniéré  que  r & Z , ou  A"  & Z font  - 
parallèles. 

PROBLEME;!. 

Z)’#»  po  'mt  donné  fur  une  lij^ne  droite , décri-  2Q 
re  un  amie  reéiiligne  égal  à un  angle  donné.  Eu- 
clid.  I.  Prop.  2. 

Du  point  donné fur  la  droite  Z,  il  faut  dé- 
crire l’angle  C//B  égal  à l’angle  Du  point 
B,  comme  centre,  je  fais  l’arc  EF\  après  du 
3oint  donné  comme  centre,  & de  finterval- 
e DE , je  fais 
e cercle  X, 
dont  je  prens 
l’arc  hC  égal  à 
l’arc  E Z’ , au 
moyen  des  cor^ 
des  égales 
BC  t;  cnfuite 
menant  de  C au 
point  A une  li- 
gne droite , l’angle  CAB  fera  celui  que  l’on  pro- 
pofoit  de  faire  égal  à £Bf  ; car  ils  ont  pour 
mefure  des  arcs  égaux;  ainfî  ils  font  égaux  j:. 

P R O B L E M E II.  . 

D^un  'point  donné  hors  dé  une  ligne  mener  une  3^ 
ligne  droite  fur  une  autre , qui  fajfe  avec  elle  un 
angle  égal  à un  angle  donné. 

Soit  donné  le  point  D duquel  il  faut  mener 
une  ligne  droite  fur  Z , qui  faffe  avec  elle  un 
rngle  égal  à 

Sur  Z dans  quelque  point  que  ce  foit  pris 
à difcretion , j’éleve  une  ligne  telle  que  AC  y qui 

par 

t L.i.n  3*.  ’ 
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par  leProblêm'e  pré- 
cédent fafle  l’angle 
CAH  égal  à l’angle 
donné  X.  Si  cette  li- 
gne pafle  par  le 
point  O , le  Problè- 
me eft  achevé. 

Si  elle  n’y  paflb 

.pas,  je  mene  par  Z)  B EZ 

une  ligne  parallèle  à CA*^  donc  DED  =:CAB 
z=:X'>.  Ainfi  DEB  =:  X. 

PROBLEME  III. 

Couper  un  angle  en  deux  parties  égales.  Eu- 
dld.  I.  Prop.  9- 

L’angle  donné  efl  B/fC  ; ayant  fait  fes  deux 
côtez  AB  & AC  égaux,  il  faut  lesioindre  par  la 
ligne  BC , fur  laquelle , & du  point  A ayant  me- 
né une  perpendiculaire 
AG  ^ , BD  = DC  partant 
concevant  que  l’arc  BGC 
eft  partie  d’un  cercle  dont 
eft  le  centre, B &,  AC 
les  rayons , & BC  la  corde 
coupée  en  deux  également 
par  ladite  perpendiculaire'  ^ 
y^G, l’arc  BC  le  fera  aufli 
au  point  G c ; ainfi  l’arc  B G fera  égal  à l’arc  GC: 
& partant  les  angles  BAG , G AC  qu’ils  mefu- 
rent^  feront  égaux.  Donc  l’ajigle  BAC  eft 
cpupé  en  deux  également. 

Theoreme  X. 

L'angle  mixte  compris  entre^  le  cercle  ^ fa 
tangente , efi  plus  petit  q^u' aucun  angle  reéliligne^ 
Eucl.  III.  Prop.  1(5. 

On  ne  peut  mener  une  ligne  droite  entre  le 

cer- 

a Z».  !•>!.  71.  hfup.n.zj.  cL.  i.a.  4tf.  dZ.  x.»42a- 
e'Zu-i.a.  t4>  {/uf.n.  iQ. 
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cercle  & la  tangente  *.  On  ne  peut  donc  divifer 
Tangle  mixte  que  fait  le  cercle  avec  fa  tan- 
gente ; ainfi  cet  angle  dfl:  plus  petit  qu’aucun 
angle  reftiligne. 

A V E K T I 9,S  E M E N T. 

C'a  été  une  grande  difpute  , Ji  l'angle  était  une 

quantité,  qui  fe  pût  ^divifer  ; ce  qui  en  a fait 

douter , c'efî  la  mauvaife  définition  qu'Euclide  en 
donne.  -L'idée  que  nous  en  avons  donnée  en  le  défii^ 
nijfant , l’ouverture  des  deux  lignes  qui  fe  ren- 
contrent indircftemcnt  , renferme  un  efpace  ^ 
par  conféquent  une  grandeur  divijible. 


) * 

SECTION.  II. 

De  la  c^mparaifon' des  Angles  , & de 
•leur  differente  pofition  au  regard 
d’un  Cercle. 

V ' 

Avertissement. 

La  me  fur  e d'un  angle\  comme  nous  avons  dit  y 
efl  l'arc  du  cercle  qui  a pour  centre  le  fommet  du- 
dit angle  y ^ pour  termes  les  cotez,  qui  le  forment. 

Or  le  fommet  d'un  angle  peut  fe  trouver  dans  un- 
cercle  au  centre  , ou  hors  le  centre  : dans  la  cir-  _ ' 
conférence , ou  hors  la  circonférence  ; Çsf  en  tous 
ces  cas , quoique  ce  fait  toujours  le  même  angle , 
il  donne  lieu  à differentes  conjiderations- 
Définition  I. 

L'Angle  dont  le  fommet  efi  dans  la  circonféren- 
ce du  cercle  , ^ les  cotez  dans  le  cercle , ejl  33. 
fppelle^  Angle  a la  circonférence  y comme  BAC.  f 
Euclide  appelle-  Angle  inferit , celui  qui 
eft  dans  la  circonférence;  & circonferit  ce- 
lui qui  eft  hors  le  cercle , & dont  les  côtez 

' ' tOU' 

t Vpy.  laFig.fttir, 
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touchent  le  cerde.  BAC  efl  un  angle  in|critj 
EÜF  eft  circonfcrit. 


Définition  II. 

34  L'angle  an  centre  ejl  l'an- 
gle dont  le  fornmet  cjl  au 
centre  du  cercle , ^ dont  les 
cotez  font  rayons  , courût 

OMN. 
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Définition  III. 

Le  ferment  cT  un  cercle  eflune  partie  de  centê- 
me  cercle  comprifè  entre  une  corde  dans 

la  figure  fuivante , forment  un  grand  ^ un 
petit  fegment. 

Définition  IV.  ^ P ' 

L'Angle  formé  par 
une  taf^ente  ^ une  cor- 
de ou  jécante  y tirée  du 
point  d'attouchement  , 
ejl  nommé  Angle  du 
ferment , comme  Q P R 
o«RPT.  ^ 

T H E O R E M E I.  . 

L'angle  du  fegment  a pour  mefure  la  moitié  de 
l'arc  qu'il  comprend  esHre  fa  corde,  Eudid.  III. 
Prop.  32. 

" ' Soit 
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Soit  l’angle  CBE,  formé  par  la  tangéiîte  CB, 

& par  la  corde  BE , il  faut  prouver  qu’il  a poar 
mefure  la  moitié  de  l’arc  i)£. 

Soit  mené  le  diamètre  C 

GH  Coupant  l’arc  & la 
corde  EB  en  deux  par- 
ties égales  ; & foit  encore 
tiré  le  diamètre  /^£paral- 
lelé  à la  corde  EB , & le 
rayon  pafiant  par  le 
point  d’attouchement , il 
formera  l’angle  au  centre 
G/} B , qui  a pour  mefure 
l’arc  GB.  Iln’y  adoncqu’à.prouver  que  l’angle 
CB  E lui  eft  égal  : ce  qui  eft  évident  ; car  l’ange 
CB/î  eft  droit  aufîi  bien  que  l’angle  mais 

l’angle  LB/I  eil  égal  à l’angle  B F,  parce 
qu’ils  font  alternes  f.  Donc  ôtant  ces  deux 
angles  égaux,  favoir  EÀB  de  G/iE  qui  eft 
droit  AB  E de  l’angle  droit  ABC  , les  réftes  - 
BAG  & CBE  feront  égaux.  Or  BAG  a pour 
mefure  l’arc  BG;  donc  CBE  qui  lui  eft  égal, 
a pour  fa  mefure  un  arc  égal  à BG , moitié  de 
BGE',  ce  qu’il  falloit  prouver. 

On  prouvera  par  un  lemblable  raifonnement, 
que  l’autre  angle  DBE  a pour  fa  mefure  Farc 
B//,raoitié  de  Farc  B HE,  compris  dans  ledit 
angle  entre  la  tangente  BD  & la  corde  BE^en 
ajoutant  aux  angles  droits  DBA , FA  H,  les  an- 
^es  alternes  égaux  B AF,  au-lieuque 

pour  la  précédente  démonftration  on  les  en  a 
retranchez.  ‘ 

Corollaire. 

Il  eji  iv  'iâent  qtit  fi  V(tn  fait  entre  la  tan-  3^ 

^ la  corde , um  hfinite' de  pertiomde  eircoH'- 

^ >/«- 
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fereftces  de  cercles , coupées  par  cette  cordeprolon^ 
gée , elles  feront  toutes  d'un  égal  nombre  de  degrez,^ 
putfqpC elles  fervlront  de  me-  ' B ' 

fure  à un  même  angle. 

Car  l’angle  B /iC  ayant 
pour  mefure  la  moitié  de 
JO , de  JE , de  JE,  &c. 
s’il  étoit  par  exemple  de  dix 
degrez , toutes  ces  portions 
feroient  chacùne  de  yingt 
degtez. 

Theoreme  II. 

39  L* Jngh  à la  circonférence  a poUr  mefure,  la  - 
- moitié  de  l’arc  fur  lequel  il  cji  appuyé'.  - 

Soit  l’angle  Z^/yC.  Il  faut  prouver  gu’il  a pour 
mefure  la  moitié  del’arcBC.  Soit  mené  par  le 
"point de/^latouchan-  g A - i>  ' 
te  ED  ; elle  formera 
deux  nouveaux  an- 
gles EJB  , ^ D AC , 

, qui  par  le  précédent 
Théorème  'auront 
pour  mefure  la  moitié 
des  arcs  AB,  AC  ; mais 
les  trois  angles  qui  le 
forment  au  point  A 
. font  égaux  à *deux 

droits  *;  donc  ils  ont  pour  mefure  la  moitié  de  Ih 
circonférence  du  cercle  f ; donclesZmoitiez  des 
arcs  & JC  étant  mefures  des  angles  BAE  & 

CAD,  h.  moitié  du refte  du  cercle  , c’eft-à-dire 
là  moitié  ûqBC,  fera  la  mefure  de  B AC. 

Corollaire  I. 

40  II  e[i  évident  quê  tons  les  angles  0 la  circonféren- 
ce dé  un  cercle  qui  s’appuient  fur  le  même  arc, 
font  égaux.  Eucl.lII.  Prop.  21. 

^ • Ainll 

^ fup.n,  it. 
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Ainfi  les  angles  ABC  & ADC , 
«n  quelque  endroit  de  la  circon- 
férence AUDC  qu’ils  Ibient, 
font  tous  égaux  ; car  ils  ont  tous 
pour  leur  mefure  la  moitié  de 
l.^rc  AC , fur  lequel  ils  font  ap- 
puyez : partant  ayant  une  même 
mefure,  ils  fout  égaux. 

Corollaire 

L'Angle  du  centre  ejl  double 
de  l'aa^le  à la  circonférence  qui 
s'appuye  fur  le  même  arc.  Kucl. 

Ili.  Prop.  20. 

Soit  l’angle  CAD  au  centre, 

& CBü  à la  circonférence;  il 
efl:  clair  que  ce  premier  qui  a 
pour  mefure  tout  l’arc  CD  eft  -^ 
double  de  C Zi  Z) , qui  n’en  a 
que  la  moitié. 

Corollaire 


II. 
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Dans  des  cercles  égaux  , les  angles  égaux  ( fait  4* 
qu'ils  füient  ou  au  centre  ou  à la  circonférence , ) ^ 

font appuyezfur  les  arcs  égaux.'Eucl.Wl,  Prôp.25. 

Si  cela  n’étoic.pas,ces  angles  ayant  desme- 
fures  inégales,  ils  feroient  înégau)?;  & on  les 
fuppofe  égaux. 

Corollaire  IV« 

' Dans  des  cercles  égaux  , les  angles  (foit  au  centre  43 
ou  à la  circonférence  , ) qui  font  appuyez  fur  desar-cs 
égaux , font  égaux.  Euclid.  lli,  prop.  27. 

Ils  ont  des  mefures  égales  ; ils  font  donc 
égaux. 

Corollaire  V. 

L'angle  a la  circonférence  dans  le  demi-cercle  , 
ou  qui  a pour  b afe  le  diamètre  du  cercle  droit. 
Eucl.  III.  Prop.  31. 

Car 
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Car  il  efl:  appuyé  fur  la  demie  circonférence, 
dont  la  moitié , qui  eft  de  nouante  degrez,  elt 
la  mefure  de  l’angle  droit  *. 

Corollaire  VT. 

45  L ^ angle  dans  le  grand  fegment  eji  aigu,  Eucl. 
III.  Prop.  31. 

Car  il  eft  appuyé  fur  un  arc  moindre  que  la 
demie  circonrerencë  ; ainfi  la  moiti  é de  cet  arc, 
qui  ellfa  mefure,  eft  moins  de  non  ante  degrez; 
partant  cet  angle  eft  aigu  f. 

Corollaire  VIL 

4<î  L* angle  dans  le  petit  fegment  ejl  obtus.  Eucl. 

III.  Prop.  31. 

Car  il  eft  appuyé  fur  un  arc  plus  grand  que 
la  demie  circonférence , dont  la  moitié  qui  eft 
la  meiure , eft  de  plus  de  nouante  degrez  : par- 
tant cet  angle  eft  obtus 

Corollaire  VII I. 

47.  Les  angles  à la  circonférence  étant  oppofez , 
s'appuyant  fur  les  mêmes  points , font  égaux  à 
deux  droits.  . 

Soient  les  angles  ACD , 

^ clair  qu’ils 

ont  pour  mefure  la  moitié 
des  arcs  /lBD,&c  ACD  :|:  : 

& par  conféquent  la  moi- 
tié de  toute  la  circonfé- 
rence, <^ui  vaut  deux  fois 
nonant'e  degrez  ; ainfi  ces 
deux  angles  ayant  pourmefureenfemblela va- 
leur de  deux  angles  droits, font  égaux  à deux 
droits. 

PROBLEME  I. 

48  ' Couper  un  fegment  d tns  le  cercle-.,  qui  fait  ca» 
pable  d'un  angle  donné,  Eucl.  III.  Prop.  34.  , . 

Soit 

. ffup.u.lt,  4- /»/>.».  IJ»  4 /»/.«.  39. 
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Soit  le  cercle  X duquel  il  faut  retrancher  un 
fegment  capable  de  contenir  un  angle  égal  à 
l’angle  donné  A , du  ce  qui  efl:  le  même , que 
l’angle  qui  fera  appuyé  fur  l’autre  fegment  ref-  • 
tant  foit  égal  à l’anÿe  donné  A. 

Je  mene  £>/'  qui 
touche  le  cercle  -Y  » , 

& fur  D F je  mene 
DE  une  fécondé  li- 
gne qui  fafle  avec 
DF  un  angle  égal  à 
l’angle  A <> , tout  angle 
infcrit  dans  le  cercle 
^qui  eft  appuyé  fur 
DE,  3.  pour  fa  mefli- 
re  la  moitié  de  l’arc  ££)«.  Or  la  moitié  de  cet 
arc  eft  la  mefure  de  l’angle  EDF,  égal  à ; 
donc  on  a fait  ce  qui  étoit  propofé  ; c’eft-à- 
dirCj  que  tout  angle  infcrit  dans  le  cercle  A", 
dont  la  bafe  fera  l’arc  en  quelque  part  de 

la  circonférence  du^ercle  que  foit  fon  fom- 
met,  il  fera  égal  à l’angle  A. 

PROBLEME  n. 

'trouver  le  cercle  dont  le  fegment  terminé  par  49 
une  ligne  donnée  ^oit  capable  d'un  angle  égM  • 
un' angle  donné.  Euclid.  HI.  Prop.  33" 

Sur  BD  foit  fait  l’angle  FBD  ég<il à l’angle 
K^,  au  point  B-foit^evée  BC  perpendiculaire 
fur  BFi , & ftirle  milieu  de  BD  une  autre  per- 
pendicularre  EC , qui  coupera  BC  au  point 
S’oii  ayant  décrit  un  cercle  de  l’intervalle  BC  %, 
on  aura  le  cercle  que  l’on  cherchoit  ; ce  qu’il 
faut  prouver. 

BF perpendiculaire  fur  le  rayon  BC , tou- 

- che 

* L.  X.  *•  X I î.  b fup.  n.  19.  c fup.  n.  3 j,  d f*f>  «•  Î7» 
i £.1.11.47.  g 
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cKe  ce  cercle  *. 

L’angle  FBD 
pour  la  mefure 
'un  arc  égal  à la 
moitié  de  l’arc 
JBD  1 5 tous  les 
angles  infcrits 
dans  ce  cercle  & 

appuyé/,  fur  ü A) 
font  égaux , & 

ont  pour  leur  mefure  la  moitié  de  l’arc  BZ>4;ils 
font  donc  égaux  à l’angle  FBDi^  partant  à 
l’angle  K , à qui  on  a fait  égal  tBD.. 

A V E R'  T I s s E E N T. 

De  ce  aue  l'on  a prouve'  que  tous  les  angles  ap- 
puyez fur  le  même  arc  font  c^aux  f , on  apprend 
le  m'o)en  de  faire  une  portion  de  cercle  de  tant  de 
devrez  que  l'on  voudra,  fans  compas  , ou  J ans  a- 
voir  le  centre  de  ce  cercle , ce  qui  ejl  d'une  gran^ 
de  utilité. 

AB  e(i  la  corde  d'un  arc  propofé,ou  de  la  por- 
tion d'un  cercle,  laquelle  0jdut  tracer.  Oti  veut 
que  cet  arc  f oit  de 
dix  degrez  , ainfi 
l'angle  infcrit  dans 
cet  arc,  aurapour^ 
fa  mefure  la  moi 
tié  de  3 P degrez , D 
ou  de  trois  cens  fjt 


J,.,-  7--. — ...itfütxante-quin- 
ze.  degrez , je  les  joins  enfemb’.e.  Je  plante 
deux  clous  à l'extrémité  de  la  corde , A B , 
après  '■quoi  tournant  le  point  C enjorîe  que  les 

deux 

4'Z,  X.R«XoC, 
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■deux  règles  CD,  ^ CE  rafeut  toujours  les  clous 
A.  O \ je  dticrirat  la  ligne  circulaire  A C B , 
qui  Jera  l'arc  que  Ion  cherchoit. 

Par  ce  moyen  on  peut  décrire  la  portion  d’un 
.cercle  , quelque  grandeur  que  puijfe  avoir  ce  cer- 
cle. Cette  operation  ejl  mécanique'.,  en  voici  une 
qui  ejl  géométrique. 

Problème  III. 

La  corde  d’un  jegment  de  cercle  étant  donnée  JQ 
avec 'l’angle  da  'ns  ce  fegment,  trouver  les  points 
par  où  paJJ'e  l’arc  dont  la  corde  efi  donnée,  fans 
connaître  ni  chercher  le  centre  du  cercle , dont 
cet  arc  éjî  partie. 

La  cordc  donnée  du  fegment  qu’on  veut  dé- 
crire, eftz/B.  je  dre  la  ligne  BD,' faifantquel- 
qu’angleavec  Bd.  Enfui  te  dans  un  point  de  cet- 
te ligne  pris  à diferetion,  je  fais  l’angle  ECF 
égal  à l’angle  donné  ; en- 
fuite  je  raenepar  d une 
ligne  parallèle  à £C;ainli 
l’angle  AFB  eft  égal  à 
ECh  * , & à l’angle  don- 
né: partant  l’arc  propo- 
fé,  félon  ce  c^ui  vient 
d’être  démontre,  palTepar  F.  Par  une  fem- 
blable  operation,  je  trouve -les  autres  points 
par  OLi  palfe  cet  arc,  fans  qu’il  foit  néceffaire 
de  chercher  le  centre  du  cercle  dont  cet  arc 
fait  partie. 

. . T H E O R E M E III. 

L’’ angle  dont  le  fommet  ejl  dans  la  circonferen- 
ce , fait  par  une  corde  ^ pair  une  fécante  prolon- 
gée hors  le  cercle a pour  fa  ntefure  la  moitié  de 
l’arc,  de  la  corde , plus  la  moitié  de  l’arc  de  la  ' 
fécante. 

Soit  AB  une  corde , &:  CD  une  fécante  pro- 
D lon^ 
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longée  hors  le  cerele , dont  une  partie  eft  la 
corde  de  l’arc  CA.  Il  faut  prouver  que  l’angle 
B AD  formé  par  la  corde 
AB , <5i la fécante CD 
pour  fa  mefiu-c  la  moitié 
de  Parc  AB , plus  la  moi- 
tié de  l’arc  AC.  -C 

Les  deux  angles  CA/J 
Il  B AD  font  enfemble 
égaux  à deux  droits  a ; ils 
ont  donc  pour  leur  melu- 
-re  la  moitié  de  la  circonférence  du  cercle  *’;mais 
l’angle  CAB  a pour  fa  mefure  la  moitié  de  l’arc  • 
CBc;  l’angle  B AD  reftant  aura  donc  pour  fa 
. mefure  les  moitiez  des  arcs  reftans  CA  ^ AB 
qui  avec  l’arc  CB  font  le  cercle  entier. 

T H E o R E M E IV. 

52  Lé  angle  formé  Par  la.feSion  de  deux  cordes  qui 

fe  coupent  au-  dedans  <fun  cercle , a pour  fa  me- 
Jure  lajbmme  des  moitiez  des  arcs  fur  lefquels  il 
éa^uyt. 

soit  B le  fommetde  l’angle  dans  le  cercle. 

Il  faut  prouver  qu’il  a pour  fii  mefuj'ela  moi- 
tié desarcs  AE  de  DÇ.  Si  B écoit  le  centre, 
cela  feroit  évident.  QuelepointCrfoitle  cen- 
tre , je  raene  par  G des 

Faralleles  aux  cotez  de 
angle  CJ3D.  Cet  an- 
gle efl  égal,  à l’anÿe 
LG,  HA dont  la  mem* 
re' cIe,  l’arc /f/.  Iln’eft; 
donc  quqllion  que  de 
prouver  que  l’arc  H.I 
efl  la  moitié  des  arcs 

D C ^ AE. 

* ‘ 

i/up.H.ïT.  hfup.n.ii,  c/up,n.if,, 
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Les  arcs  H I & FL  foai  égaù^  ».  DI -ss  AL 
&C//=£/'  b.  Oy  HI^AE-^AL-^LF, 
Comme  auflî  III=:D  C--CH  (^où  EF}-^l)I 
'ou  AL  , ) c’eft-à-dire , HIz=:DC-^  EF-^  AL. 
ar  coiiiéqu&^t  Hl~^HI=:  AE^AL-{-  EF 
H-CD  — AL.  Ot  -+AL  -^EF-^AL 
— E F=  zéro.  Donc  H1  Hî  ( ôtr  2 ///  ) 

==  AE-Jf-DC.  Pür  conféfuent  Parc  ///eft  âtifé 
îa  moitié  des  arcs  DC&cAE,  qai  foôt  ainfi  Id 
mefure  de  l’angle  CB  û égal  à IGI/y  dôtie 
l’arc  HI  eft  la  mefiire. 

Theoremé  V. 

L' angle  dont  le  fornmet  ejl  hors  du  cercle  ^mais  53 
dont  les  èbtezt  le"  traverfent , ^ s'appuient  fur  la 
circonférence a pour  fa  mefure  la  mokiJ  de  l'are 
concave  moins  la  moitié  dé  l'arc  convexe. 

Soit  l’angle  BAC.  Je  dis  q.u'ii  apour  mefijré 
fa  moitié  de  l’arc  BC,  moins 
la  moitié  de  D F. 

Je  mene  par£>  une  paraf- 
le  îs  AC  ainfî  l’angle  BAC 
eft  égal  à B DE^  ^ qui  a 

f)our  fa  mefure  la  moitié  de 
’arc  BE^.  Les  arcs  CE  & 

DF  font  égaux  f.Or  BE=zBC 
•— CA  J donc  B A = Bc 
Donc  la  moitié  de  B £ eft  égale  à la  moitié 
de  B C — D F.  Ainfî  puifque  l’angle  B AC  a. 
pour  fa  mefure  la  moîtié'de  BE  ; il  a pour  me- 
lure  la  moitié  de  l’arc  concave  BC  , fur  lequel 
il  efî:  appuyé , moins  la  moitié  de  l’arc  convexe 
D F:  ce  qu’il  falloir  prouver. 

Theoreme  VI. 

L'angle  dont  les  cotez  touchent  le  cercle , a pour  - ^ 
D 2 me  ^ 

a Jap.  n»  ».&«.  4i.  b L.  ï.  n.iSt  c L,  l.fi,  7>< 

^p,  fl,  if,  c Jap.  n,  3>,  f i,  I»  ». 
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fn  furt  h moitié  de  Parc  concave  moins  la  moitié 
de  Parc  convexe. 

Soit  l’angle  B C,  fes  côtezyfS,  AC ^ tou- 
chant le  cercle.  Il  faut  prouver  qu’il  a pour  me- 
fure  la  moitié  de  B£C 
moins  la  moitié  de  BEC. 

Je  mene  par  C un  des 
points  d’attouchement 
CE  parallèle  k AB*, l’an- _ 
g\e  ts  AC  eft  égal  à l’an-  ^ ■ 
gle  DCEf.  Or  DCE  a 
pour  fa  mefure  la  moitié' 
de  l’arc  CE].,  qui  l’eft 
aufli  de  CAB',  partant 
relie  à prouver  que  l’arc 
BEC^BFC  cil  égal  à 
l’arc  C E.  1°.  L’arc  B EC  ’-^B  E ell  égal  à 
Tare  EC.  2^.  Puifque  ] l’arc  B C ell  égal  à 
l’arc  B E : donc  B EC  B FC  zn  EC\  ce 
qu*îl  fidloit  prouver. 


/ 
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SECTION  III. 

Des  Triangles. 
Définition  I. ' 

L£  triangle  eji  une  furface  bornée  par  trois  ^ ~ 

lignes.-  Il  y en  a de  Jîx  efpeces  : trois  par 
rapport  aux  cotez , trois  par  rapport  aux  angles» 

Définition  II. 


Le  trian-  'A  5® 

gle  qui  a 
fes  trois  cô~ 
tez  égaux  eft 
appelle  équi- 
latéral., com- 
me Al^C. 

/ 

Def'initionIIL 
Le  triangle  qui  a feulement  deux  cotez  égaux 
ejl  nomme  ifofcele , comme  HGI.  fig.précéd. 

D E F I N I T I O N *1  V. 

Le_  triangle  dont  les  cotez  fon  inégaux  eft  mm-  58 
méScalene.,  comme  DEF.fig.  précédente. 
Définition  V. 


Le  trian- 
gle qui  a 
un  angle 
droit  , eft 
appellé  Rec- 
tangle , com' 
me  LKM'. 


Ad 


59 


Définition  VI. 

Le  triangle  qui' a un  ar^e  obtus  eft  nommé 


Ob- 


V * 
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-ObtusangU  ^ ou  Âmhüf^4H34  y €ûmmt  D E F» 
DepiNiTjou  VU. 


\ Le  trian- 
gle qui  a 
tous  fes  an- 
gles aigus 
eji  appellé 
dcutangle  , 
9U  Oxygone: 
comme  KQC. 


' Définit  I0N  V Ui. 

62  Un  triangle  efi  dit  infcrit  dans  le  cabale , hrfque 
le  fommet  fet  trois  angles  ejl  dans  la  cireanfif 

rente  de  ce  cercle , ^ alors  ce  cercle  efi  dit  Cir- 
conferit  à ce  triangle. 

Définition  IX. 

. 63  Un  triangle  efi  ^t  circonfcrit  à un  cercle,  lorf- 
que  fes  angles  font  hors  du  cercle , eue fes  cotez 

touchent  ce  cercle alors  ce  cercle  efi  dit  infcrit 
donc  ce  triangle. 

D e finiti  on  X. 

-64  Deux  triangles  font  dits  équiangles , lorfme  les 
asiles  de  l*un  font  égaux  aux  angles  de  , 

chacun  k chacun. 

D E F I N I T I O W XI. 

(5^.  Deux  triangles  font  dits  entièrement  égaux , lorf- 

qu'étsnt  équiangles , les  cotez  qui  comprennent  les 
angles  de  l*un  font  égaux  aux  cotez  qui  compren- 
nent les  angles  de  l' autre , chacun  a chacun. 

T H E O R E M E I. 
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/#  & C on  ne  peut  concevoir  aucune  ligne 
plus  courte  que  la  droite  AC  *. 

Corollaire. 


Ainji  on  ne  f eut  faire  un  triangle  de  trins  lignes 
données , Ji  deux  de  ces  lignes  ne  font  pins  gran- 
des que  la  troijieme.  Eucl.  I.  Prop.  22. 

P R O B L E M E I. 

7ro/V  lignes  étant  données. en  former  un  triangle.  62 
Eucl.  I.  Prop.  I.  & 22. 

Soient  les  trois  lignes  données  B,C.  D’une 
des  extrémitez  de  ces  trois  li- 
gnes ; par  exemplede  C,  je  fais  \- 
un  arc  de  l’intervalle  de  //;  & A 
de  l’autre  extrémité 5 je  fais  un 
autre  arc  de  l’intervalle  de  B;  C 
enfuite  ayant  mené  du  point  "g 
ou  ces  deux  arcs  fe  coupent,  les 
deuxiignes  A aux  extrémi- 
tez de  C , le  triangle  fera  fait, 
dont  les  côtez  par  la  conftruc- 
tion  feront  égaux  aux  lignes  données. 

P R O B L E M E 1 1. 

Sur  une  Hgne  donne'e  décrire  un  triangle  iqui-^ 
latéral. 


- Soit  la  ligne  donnée llfaut 
de  l’ouverture  de  cette  ligne,  & de 
fes  extrémitez  A à:  B comme  cen- 
très , décrire  deux  arcs  ; du  pmint  / V 
oii  ils  fe  couperont , menant  des  / \ 

lignes  par  & par  B,  on  aura  un  A.  ' X 
triangle  équilatéral. 

PROBLEME  III. 

Circonfcrire  un  cercle  à un  triangle  donné. 
Eucl.  IV.  Prop.  5. 

. D 4 Ceft 

f.  L.  X.  n,  Z2, 
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C’eft  la  même  chofe  que  de  faire  pafler  oir 
cercle  par  trois  points  donnez  *. 

Corollaire 

71  II  ejl  évident  que  pour  trouver  un  point  égale- 
ment éloigne  de  trois  points  dtnnez , qui  fie  font 
pas  fur  une  même  ligne , il  faut  décrire  par  ees 
trois  points  un  cerde  ; le  centre  de  ce  cercle  fera 
le  point  q^on  cherche. 

Définition  XII. 

72  Idon  appelle  angle  extérieur  de  tout  triangle  f* an- 
gle f^mé  par  le  prolongement  d'un  des  cotez. 

Dans  le  triangle  fuivante 

prolongé  BC  en  D,  l’angle  dCO  eft  nommé 
l’angle  extérieur,  confideré  comme  oppofe  aux 
deux  intérieurs  C/i3  A 3C. 

T H E O R E M E IL 

73  L'angle  extérieur  àéun  triangle  eji  égal  aux 
deux  intérieurs  oppofez.  Eucl.  1.  Prop.  32* 

Je  mene  CE  parallè- 
lement à //jS  , & je  par- 
tage ainfî  l’angle  exté- 
rieur dCD  en  deux  an- 
- glesy^CE&LCZ),  qu’il 
raut  prouver  égaux  aux 
deux  intérieurs  oppo- 
fez , ce  qui  eft  évident; 
car  dBCzzLCÛ  f,  ûc 
BAC  ACE]. 

Corollaire. 

74  L^onc  l'angle,  extérieur  e fi  plus  grand  qu'aucun 
des  intérieurs  oppofez.  Eucl.  I.  Prop.  I<5. 

Il  faut  bien  que  cela  foit,  puifque  cet  angle 
extérieur  eft  égal  aux  deux  intérieurs  oppofez, 
ainü  qu’on  vient  de  le  démontrer. 

THEOREME  III. 

yy  Les  trois  angles  d'un  triangle  font  enfemhle 

égaux' 

♦ L.  I,  »,  17,  f fuf.  ».  27,  4 /up.  n.  Zfi 
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égaux  à deux  angles  droits,  Eucl.  I.  Prop.  32. 

Pour  le  démontrer, je  circoofcris un  cercle 
au  triangle  donné  ».  Ses  trois  angles  ont  pour 
méfure  la  moitié  des  arcs  qui  les  foutiennent^»; 
ainû  ils  ont  pour  melürelamoitié  de  la  circon- 
férence du  cercle,  c’eft-à-dire  iSodegrez,  va- 
leur de  deux  angles  droits 

- . Autre  Démonstration. 

' Les  deux  angles  AQià 
& ACD  valent  deux  an- 
gles droits  <*  ; mais  ACD 
, angle  extérieur , ell  égal 
aux  deux  oppofez  inté- 
rieurs-<^5  C &;  jB  C 

donc  ces  deux  angles  avec  ABC  font  égaux 
à deux  angles  droits. 

G O R O L L A I R E I.  _ 

Donc  connoiffant  les  deux  angles  d^un  triangle,,  7® 
on  connoit  le  troijieme. 

Car  les  trois  valent  1 80  degrez  : fi  deux  va- 
lent 160,  le  troifieme  doit  valoir  20. 
Corollaire  II. 

Les  trois  angles  d* un  triangle  peuvent  être  aigus.  Tl 

Car  on  peut  partager  cent  quatre-vingt  de- 
grez, valeur  des  trois  angles  d’un  triangle,  en 
trois  parties , dont  chacune  fera  moindre  que  la  . 
valeur  d’un  angle  obtus  ou  d’un  angle  droit,  & 
qui  toutes  trois  ne  feront  que  cent  quatre-vingt 
degrez,  valeur  de  deux  angles  droits. 

C O R O L L A I R E II  I. 

Dans  un  triangle  il  ne  peut  y avoir  plus  dTun 
angle  droit , ni-  pitts  d’un  obtus. 

Si  deux  des  angles  étoient  droits,  les  trois 
enfemble  vaudroient  p^us  de  deux  droits.  Si 

D 5 deux 

0.  fup.  ».  7.  b fup.  ».  39.  c fup.  m.it.  , 

».  17.  efup.n.j}.  • . 
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deux  étoient  obtus,  l’angle  obtus  étant  pliis* 
grand  que  le  droit , les  trois  enfemble  vau- 
droientaufli  davantage  que  deux  droits  ;cc  qui 
eft  contre  le  Théorème  précédent. 

Corollaire  IV. 

79  Deux  anghs  d*un  îriangie  font  donc  néceffai- 
rement  aigus , ou  plus  petits  que  deux  droits. 
Eucl.  I.  Wop.  17. 

Cela  efl  évident , puifqû’un  triangle  ne  peut  ' 
avoir  deux  de  fes  angles , ni  droits,  ni  obtus. 

Corollaire  V. 

80  Si  dans  deux  triangles^  deux  angles  de  l\un 
font  égaux  à deux  angles  de  Vautre^  ils  font 
e'quiangles  .f  c^eji-à-dire  que  le  troifieme  angle  de 
Pu»  ejl  égal  au  troifieme  angle  de  P autre. 

Caries  trois  angles  de  chacun  de  cestrian- 
, glcs  font  égaux  à deux  droits  ; ainfî  puifque  de 
- deux  touts  égaux , ôtant  des  parties  égales , les 
relies  font  égaux,  il  faut  qu’après  avoir  ôté  de 
chaque  triangle  les  deux  premiers  angles  -de 
l’un,  égaux  aux  deux  premiers  de  l’autre,  le 
troifieme  angle  de  Tun  qui  relie,  foit  égÿau 
troifieme  angle  de  l’autre.  ' 

Corollaire  VI. 

gl  Si  un  triangle  a un  de  fes  angles  plus  grand 
que  celui  dé  un  antre  triangle  y les  deux  autres 
enfemble  feront  plus  petits  que  les  deux  autres  de 
celui-là. 

Car  ôtant  de  la  valeur  de  deux  droits  une  plus 
grande  partie , ce  qui  relie  doit  être  plus  petit , 
que  loriqu’on  ôte  moins. 

" T H E O R E M E IV. 

82  fc  îriangie  fcaîene  à fes  trois  angles  inégaux. 

^ Soit  ABC  un  triangle  fcalene;  Jeluicircon- 
fcl*isleccrcleA’*;puilqucles  trois  côtez  AB  y 

AC, 

. f'  /ufi.  «.  JO. 
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BC  font  in^ux, 
les  trois  arcs  dont  ils  font 
les  cordes  font  inégaux  * , 
par  conféquent  les  trois 
angles  du  triangle  ABC , 
qui  ont  pour  mefure  la 
moitié  de  ces  arcs  f j font 
inégaux. 

Theoreme  V. 

Dans  Je  triangle  ifofcele , les  angles  fur  la  hafe  83 
font  égaux  ; Çÿ  Ji  les  angles  fur  la  hsfe  font  égaux ^ 
le  triangle  eji  tfofcele.  Eucl.  I.  Prop.  5., 

' Soit  ABC  un  triangle  ifolcele.  Je  lui  circon- 
fcris  le  cercle  X : puifque  ABzzAC , les  arcs  que 
ces  çôtez  foutiennent  fonté-  a 

gaux.  Or  la  moitié  de  ces  arcs 
égaux  eft  la  mefure  des  angles 
ABC  & yfC54-;donc  CCS  an- 
gles font  égaux. 

L’autre  partie  de  cette  Pro- 
pofition  eft  facile.  Car  fi  les 
deux  angles  ABC  & ACB  font 
égaux , les  arcs  AB  AC,  ou  leurs  cordes  ftwit 
égales  ; ainfî  le  triangle  ABC  eft  ifofcele. 

Corollaire  I. 

Aucun  des  angles  de  labcfe  d^uiT  ifofcele  ne  peut  84 
être  droit  ni  obtus. 

Car  fi  l’ùn  étoit  droit , l’autre  le  feroit  aufîî  : 
ainfi  fes  trois  angles  vaudroient  plus  que  deux 
droits  ; ce  qui  ne  peut  être  L Et  fi  l’un  étoit  ob- 
tus j l’autre  le  feroit;  ainfî  deux  leuls  angles  de 
ce  triangle  vaudroient  plus  que  deux  angles 
droits  : ce  qui  eft  encore  plus  impolfible. 

Corollaire  II. 

Si  deux  triangles  ifofceles  ont  l'angle  de  leur  font- 
met  égal , ou  un  des  deux  de  leur  bafe,  ils  les  ont  tous . 

D 6 Car 
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Car  I®.  Si  cct  angle  égal  efl:  fur  la  baie,  ils. 
auront  le  fécond  angle  de  la  bafe  égal , partant 
le  troifieme 

'2°..  Si  c’ell l’angle  du  foinmet, la  valeurdes 
deux  angles  fur  la  bafe  de  chaque  triangle  fera 
la  même;  or  chacun  fera  la  moitié  de  cette  mê- 
me fomme , ainfi  ils  feront  égaux. 

T H E O R E M E VI. 

8<5  Les  trois  angles  d'un  triangle  équilatéral  font 
égaux. 

. Ayant  décrit  un  cercle  à l’en  tour  du  triangle 
équilatéral , les  arcs  dont  les  cotez  de  ce  trian- 
gle font  les  cordes, font  par  conféquent  égaux  \ 
& leurs  moitiez  égales*  Orcesmoitiezfont  la 
mcfure  des  angles  du  triangle  Donc  tous  ces 
angles  font  égaux. 

Corollaire. 

87  dit^  chaque  angle  d'un  triangle  équilatéral  efi: 

' aigu  ^ toujours  de  fuixante  degrez. 

Avertissement. 

J3  De  ce  Corollaire  on  tire  un  moyen  d'élever  au* 
trement  qu'il  a été  enseigné,  une  perpendiculaire’ 
fur  le  point  donné  a' une  ligne  , 
fat  exemple.,  fur  le  point  Kde  la 
ligne  AB.  je  jais  le  triangle  é- 
quilateral  ABC , enfuite  je  pro- 
ton^ ^Cjifqu' en  D-,de forte  que 
CD  — h CB  ije  mene  une  ligne 
droite  deD  à qui  fera  perpen^ 

diculaire  , fi  l'angle  BAD  ejl 
droit»  Or  je  démontre  qu'il  l'ejt  : 
car  l'angle  ACB  efl  c'^al  aux  deux  oppofez  D Çÿ 
A “J  qui  font  égaux  ‘.^uifque  CD'==.CK‘.,ainJi  AcB  , 
étant  de  60  degrez^  DAC  efl  de  30,  CAB  efl  dg  60; 

par* 

« fap.  M.  10.  5 L.  1.  il.  tfup»  fi.  39. 
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partant  V angle  \}> KD  ijî  de  6o  — +■  30  ou  dè  90 
degrez  , valeur  de  l'angle  droit. 

THEOREME  VII. 

Dans  un  triangle.,  le  plus  grand  côté foutient  le  8pt 
plus  grand  angle , ^ le  put  s grand  angle  ejl  foutenu 
par  le  plus  grand  côté.  Eucl.  I.  Prop.  18.  &I9> 

Ayant  décrit  un  cercle  à l’entour  d’un  trian^ 
gle,  le  plus  grand  côtéde  ce  triangle  foutient 
le  plus  grand  arc  *.  Or  f la  moitié  de  cet  arc 
mefure  l’angle  oppofé  à ce  plus  grand  côté  ; 
donc  cet  angle  qui  efl:  mefuré  par  la  moitié 
du  plus  grand  arc , efl  le  plus  grand. 

Dans  un  triangle  infcrit  dans  un  cercle , le 
plus  grand  angle" efl  mefuré  par  la  moitié  du 
plus  grand  arc.  Or  ce  plus  grand  arc  a la  plus 
grande  corde  ainfi  le-côté  oppofé  à cet  an- 
gle eit  le  plus  grand.  '' 

T H E O R E M E VIII. 

Dans  un  triangle , fi  deux  de  fes  angles  font'  QQ 
é^aux , les  cotez  oppofez  à ces  angles  font  égaux.  ' 
Lucl.  I.  Prop.  6. 

Ayant  infcrit  ce  triangle  dans  un  cercle , 
ces  angles  égaux  feront  fou  tenus  par  des  arcs 
égaux,  qui  ont  des  cordes  égales,  côtez op- 
pofez à ces  angles. 

TheoremeIX. 

Dans  un  triangle.,  la  moitié  de  chaque  côté  ejl 
le  finus  de  l'angle  oppofé. 

Le  triangle  dB  J foit 
infcrit  dans  le  cercle  X, 
iPfeut  démontrer  que 
yID  , moitié  de  /IC , eft 
le  finus  de  l’angle  /dBC. 

L’arc  AE , moitié  de 
eft  la- mefure 
de  l’angle  ainfi 

, - V D 7 l’arc 

^ >^'L.  I.  m;  31,  t /up.n,  39.  4-  ît.  ^ »•  î9. 
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l’arc  ylC  eü  doublé  de 
l’arc,  qui  efl:  la  mefure 
de  l’angle  ABC  : Donc 
AD  moitié  de  la  corde 
de  l’arc  ^C,  eftlefmus 
de  l’arc  AE*,  Si  celui 
de  l’angle  ABC. 

On  démontre  par  la 
même  voycquela  moi- 
tié de  B yî  efl:  le  finus  de  l’angle  AC  B,  «5c  la 
moitié  de  J3  C celui  àQ  B AC. 

Avertisse  M ent. 

Donc  le  finus  dun  angle  efi  au  coté  obpofé  à 
cet  angle , comme  le  finus  d'un  autre  angle  ejl  à 
fin  côté  oppoféj  ou  les  finus  des  angles  font  en- 
tre  eux  comme  les  cotez  oppofeZy  puifque  les  moi- 
tiez  font  comme  les  touts. 

Theoreme  X. 

Deux  triangles  dont  les  cotez  font  égaux , font 
équiangles , entièrement  égaux. 

Les  triangles  AüC^  DEF  ont  leurs  côtez 
égaux.  Je  dis  qu’ils  font  équiangles  «Sc  entière-, 
ùient  égaux:  ou  ce  qui  eftIamêmechofe,qu’é- 
tantpoiez  l’un  fur  l’autre,  ils  conviennent. 

1°.  B C étant  é- 
gal  à ÜLjileftclair  ^ 

' que  la  ligne  DE  é-  Zf 
tant  polee  fur  J5C, 
elles  conviendront 
enfemble.  Si  on  ^ 
dit  que  'ne  con- 
viendra pas  avec 
AB  y ni  FE  avec 
AC , je  démontre 
le  contraire.  De  B comme  centre  & de  l’in- 
tervalle AB  ou  DFi  lignes  égales , je  décris  le 

cer- 

♦ fup.  n.  22.  6*  23. 
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cercle  Z ; & de  C & derintervalle  AC  ou  EF  y 
qui  font  égales,  le  cercle  A';  ces  deux  cercles 
fe  coupent  néceflairement  au  point  A. 

2°.  Il  eft  évident  que £) étant pofé  fur  S,  le 
point  F fe  trouvera  néceffairement  dans  le 
cercle  Z , ôc  que  £ étant  pofé  fur  C , le  point 
£fe  trouvera  dans  le  cercle  X:  le  point  F fe 
trouvera:  donc  dans  Z & AT,  partant  dans  le 
point  A oii  ces  deux  cercles  le  coupent  ; ainfl 
ces  deux  triangles  pofez  l’un  fur  l’autre  con- 
viendront en  tout , & feront  égaux  : ce  qu’il 
falloit  démontrer. 

On  pourroit  dire  que  ces  deux  cercles  Z&.X 
fe  coupent  ailleurs  qu’en  A:  il  eft  vrai  ; mais 
par  ce  qui  a été  démontré, ce  ne  peut  être  qu’en 
deux  points  *,  & ce  fécond  point  eft  néceüaire- 
ment  au-deffous  deBC;  lavoir  au  point  G, 
comme  il  eft  évident  ; ainfi  s’ils  fe  coupoient  au- 
delTus  de  B C en  un  autre  point  quW  A,  ils 
fe  couperoient  en  trois;  ce  qui  ne  peut  être  f. 
Corollaire  1. 

Si  des  extre'mitez  d*une  ligne  droite  oh  mene  93 
deux  autres  lignes  droites  qui  fe  rencontrent  en 
un  foint , on  ne  pourra  des  mêmes  extrémitez , ^ 
de  même  part , mener  deux  autres  lignes  droites 
égales  aux  deux  premières  chacune  a la  ftenne , 
qui  fe  rencontrent  en  un  autre  point.  Euclid.  I. 
Prop.  7. 

Car  cela  fait  deux  triangles  dont  les  côtez 
font  égaux,  qui  par  conféquent  étant  équian- 
gles  doivent  convenir.  • ' , 

C O R O L L A I R E II. 

Deux  triangles  qui  ont  chacun  deux  cotez  égaux  94 
aux  deux  cotez  de  P autre , iff  h bafe  e'gale  à la 
bafe , les  angles  compris  entre  les  cotez  égaux , ' 
font  égaux.  Eucl.  I.  Prop.  8. 

Ces 

♦ L.  I . $9.  t A.  I,  «. 
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Ces  deux  triangles  ayant  leurs  côtez  égaux,, 
font  entièrement  équiangles. 

Theoreme  XI. 

Deux  triangles  équiangles  ^ qui  ont  un  côtéégaly 
font  entièrement  'égaux. 

AdCài  D Et  ïo^t  équiangles,  5cAB=zDE\ 

«•«  Arvo«-i«^  /T 


je  dis  qu’ils  font  entièrement  égaux,  car  fi  on 
les  pofe  l’un  fur  l’autre , D^  conviendra  avec 
AB,  puifque  ce  font  deux  lignes  égales.  Si  DF 

■nf»  <'r»mrî#»nr  r»oc  otror»  <1. 


ne  convient  pas  avec 
AC,,  mais  avec  AGi 
comme  les  angles  FDE 
(a  C AB  font  égaux,  il 
s’enfuivra  que^  l’angle 
CyfSsGy^/i  qui  ferale  . 
même  que  FDE  ; ce  qui  jr 
ne  pouvant  être, il  fautai; 
reconnoitre  quéZ>/con-  ‘ 


96 


reconnoitre  que£>»/‘-con- 
viendra  avec  AC , & par  la  même  raifon  FE 
avec  BC , ainfi  le  point  F avec  C , & par  com 
féquent  ces  deux  triangles  font  en  tout  égaux. 

Cor  o l^l  aire. 

. Deux  triangles  qui  ont  deux  angles  égaux  Çÿ  un. 
coté  égal,  font  entièrement  égaux.  E.ucl.î.Prop.25. 

Car  deux  triangles  qui  ont  deu.x  angles  égaux, 
font  entièrement  équiangles  *.  Parconféquentr  ' 
s’ils  ont  un  côté  égal,  il  faut  félon  ce  Théo- 
rème , qu’ils  foient  entièrement  égaux. 

Problème  IV. 

Faire  un  triangle  dont  on.  a un  côté , Ut: 

deux  angles  fur  ce  côté. , 

Le  côté  donné  efl:  AB.  L’angle,  au  point  /I 
foit  nommé  \\  &.celuiqW  doit  être  fur  B foit 
Z.  J’éleve  fur  A la  ligne  AC  qui  fafTe  l’ongle 
CAB  égal  àTf , & fur  B la  ligne  B D qui  fafle 
l’angle égal  à. Z.  Ces  deux  lignes  fecoU' 

/•  ' • ' P®-  . 
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peront  yüXôcZne  font  ni  droits 
ni  enfemble  plus  grands  que  deux 
droits  ; car  s’ils  l’étoient , le  Pro- 
blème feroit  impoffible  * , & ces 
deux  lignes  ne  fe  couperoient 
point  mais  feroient  parallèles  t> 
ou  iroient  en  s’écartant,  & il 
faut  qu’elles  Concourent  pour  former  un  trian- 
gle tel  que  /IBE  qui  eit  celui  qu’on  propofoit 
défaire.  Car  i°.  ayant  deux  angles  égaux,  il 
lui  eft  équiangle  & ayant  un  côté  égal,  ils  font 

entièrement  égaux  par  le  Corollaire  précédent. 

THEOREME  Xir. 

Deux  truiyrgles  qui  ont  un  angle  /gai , ^ les 
deux  cotez  qui  comprennent  cet  anpie , égaux , 
font  en  tout  égaux.  Eucl.  I.  Prop.  4. 

L’angle  Üy^C  = /'T)T,  ^ABzizDE,  & AC 
= DF;  je  dis  que  ces  deux  triangles  convien- 
dront étant  polèz  l’un  fur  l’autre  : car  DE  con- 
viendra avec  dB  ; il  DF 
ne  convenoit  pas  avec 
y^C , mais  avec  AH,  l’an- 
gle BAC  feroit  égal  à 
l’angle  BAH-,  ce  qui  ne 
peut  être  : ainfî  DFcon 
vient  avec  AC  , & le 
point ravec  C, par  conlequcnt  BC  = FF\ ainfî 
ces  deux  triangles  qui  ont  leurs  côtez  égaux, 
font  équiangles  j: , c’efl- à-dire , égaux  en  tou- 
tes chofes.  f ^ 

T H E O R E M E XIII. 

Deux  triangles  ayant  une  même  bafe , Fangle  99 
du  fommet  de  celut  qui  eji  compris , e[i  plus  grand  * 

S te  r angle  du  fommet  du  triangle  qui  le  comprend. 
ucl.  I.  Prop.  21. 

Les  deux  triangles  CAO  & CED,  ont  CD 


EHCH  B 


♦ f»P-  n.79,  t ^ n.  (8.  **• 
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pour  bafe.  CAD  e&.  renfermé  dans  CBO.  il 
làut  jwouver  que  A'P'B'.  ^ 

Je  prolonge  L>y?julques  en 
jB.  L’angle  extérieur  CAD  eft 
égal  aux  oppofez  intérieurs 
AEC , Ecm  ♦ ; ainfi  ileftplus 
grand  que  chacun  d’eux.  Par 
même  raifon  CtD  = LBD  ^ C • 
jBZ>£;ainfi  il  eft  aufli  plus  grand  qu’aucun  d’eux. 
CAD  par  conféquent  étantp=’que  CED , il  eft, 
’p’  que  CBD  ; ce  qu’il  falloit  prouver. 

PROBLEME  V. 

leo  Dans  le  cercle  infcrire  un  triangle  équiangle  à 
UH  triangle  donné.  £ucl.  IV.  Prop.  2. 

Soit  le  triangle  donné  EED . Il  faut  l’infcrire 
dans  le  cercle  BAC.  Je  tire  la  tangente  f; 
je  feis  l’angle G/fJS  égal  à FDM,  de  CAÜé^\ 


X 


^ àD£E I,  j’acheve  le  triangle  ABC  en  tirant 
la  ligne  BC. 

Puifque  l’angleBy^Gjdont  la  mefure  eft  la  moi- 
' tié  de  l’arc  B A J,  qui  eft  auflî  la  mefure  de  l’an- 
^eBCA , eft  égal  à FDE , donc  BCA=:  FDE. 

Par  la  même  raifon , CAH  égal  à D FE , 
ayant  pour  fa  mefure  la  moitié  de  l’arc  AC^me- 
furcdeCBy^,  il  faüt  que  CBA  & DFEÏoient' 

égaux: 
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égaux  : ainfi  ces  deux  triangles  ABC  & EFD , 
ayant  deux  angles  égaux , ils  font  entièrement  . 
équiangles  a:  ayant  donc  infcrit  ce  triante 
ABC , on  aura  fait  ce  qui  étoit  propofô. 
PROBLEME  VI.  . 

A FeMtour  du  cercle  décrire  utt  triangle  e'quioH- 
gle  à nn  triangle  donné ^ ou  circonfcrire  au  cer- 
cle un  triante  équiangle  à un  triangle  donné. 
Éucl.  IV.  Prop.  3. 

■ Le  triangle  donné  eû  KLM,  & le' cercle eft 
X.  Ayant  tiré  le.  rayon  J je  fais  >>  d’une  part  ^ 

l’angle  BADz^NLK,&.  de  l’autre  D AC 
t=KMH',eu(hke  ayant  mené  par  les  trois  points 
B,  D,C,  les  tangentes  Er,FG,  & GE^Cje 
dis  que  le  triangle  AfG  fera  équiangle  kLKM. 


Les  fix  angles  des  deux  trianries  B AD  & 
BED  valent  quatre  angles  droits^;  AB  Sa  AD 
étant  perpendiculaires , EJBD-fABD  vaut  un 
droit,  EDB—^BDA  vaut  encore  un  droit. 
Donc  h vaut  deux  droits.  Orpar 

laconftmftionByfDerAAAT,  cet  angle  KLN 
' —\-KLM  vaut  deux  droits. Donc  BED=KL  M.. 
Par  la  même  voye  on  démontre  que  DGC 
=r  AAf  Z J & par  conféquent  que  EFG  z=.  LKM, 
& qu’ainfî  les  triangles  EFG  ^LKMÎoviX. 
• équiangles  «. 

P R o- 

%fup.n.%o.  h cL.  lîn,XSt< 
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PROBLEME  VII. 

Décrire  un  cercle  dans  un  triangle.  Eucl.  IV. 
Prop.  4. 

Je  coupe, comme  on  l’a  enfeigné  * , les  angles 
ChD  & CDB  en- deux  parties  égales  par  les  li-  ' 
ghes  By1  & ;&  du  point  ou  ces  deux  li- 

gnes fe  coupent , je  mene  f les  perpendiculaires 
AE  , AG  fur  les  côtez  du  triangle  ; enfuite 
de/f , & de  l’intervalledeTunede  ces  lignes,  je 
décris  le  cercle  A',  qui  fe 
trouvera  infcrit  dans  le 
' triangle"  BCD:  pour  le 
prouver  il  faut  faire  voir, 
que  les  trois  lignes  AK , 

AF.  AG  font  égales. 

Les  deux  triangles/^ ÊB 

A FB  font  redangles 
par  la  conlbuftion , puif- 
que  AE  & AF  ont  été  faites, perpendiculaires- 
Les  angles  EBAÇsc  ABFÏont  égaux  par  la  conf- 
truélion  : ailifi  ces  deux  triangles  ayant  deux  an- 
gles égaux  font  équiangles-1.  Ils  ont  le  côté  AB 
commun.  Donc  ils  font  entièrement  égaux  L 
Ainfi  AEzzAFrmr  la  même  voye  on  démon- 
trera que  AG  eft  égal  k AF&ik  AE:  ce  qu’il 
falloit  prouver. 

Corollaire. 

«oj  Trois  lignes  étant  données , qui  font  un  trïan-^ 
'Sde-ifi  dles  font  prolongée}  on  peut  trouver  un 
point  qui  en  fait  également  éloigné. 

Le  triangle  fait , il  y faut  infcrire  un  cercle, 
dont  le  centre  fera  le  point  qu’on  cherche. 

Theoreme  XIV. 

IC4  Deux  triangles  qui  ont  deux  cotez,  égaux  d deux  • 
cotez  chacun  au  Jien , lefquels  contiennent  des  angles 

- in'' 
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inégaux , celui  qui  a le  plus  grand  angle  aur a aujjî^ 
la  bafe  plus  grande^  Cif  réciproquement  celui  qui 
a ia  plus  grande  baje  ^ auraAe  plus  grand  angle. 
Euclidc  1.  Frop.  2 J & 25. 

Soient  deu::  triangles  < fî  (7 , DEF.  Si  AB 
= DA  & Al  = fc/',  & l’angle  B:p'  E,  je  dis  la 
hzilQ  A C ’P'D  F. 


1°.  Car  fi  on  conçoit  le  triangle /fiiC  poféfiir 
le  triangle  DEF’,  en  forte  que  les  points de  B 
conviennent  avec  D & £:  Comme  l’angle  ABC 
aéÉé  pofé  plus  grand  que  l’angle  Z>£ /'  ,1e  côté 
BC\ne  conviendra  pas  avec  EF,  mais  fera  plus 
proche  de  EG  comme  en  EU , & la  ligne  Üff 
fera  égale  à AC  *.  Confiderant  donc  la  ligne  EF 
z=Eh  comme  tournant  circulairement  fur£, ex- 
trémité de  DE , en  s’approchant  par  l’autre  ex- 
trémité EG  au  point  H,  la  ligne  ÜHqüi  enjoint 
les  autres  extrémitez  fera  plus  grande  que  DFf: 
ce  qu’il  falloir  premièrement  démontrer. 

2®.  On  démontrera  en  la  même  maniéré  l’in- 
verfe,  fi  on  pofe  la  ligne  AC  ou  DH'p’ DF,  que 
l’angle  DEH=zABC  fera  plus  grand  que  l’angle 
DEF,ü  on  confidere  qué  la  ligne  £//eft  plus 
approchée  de  £Cque  EFjayant  tourné  circulai- 
rement fur  le  point  £ en  la  maniéré  expliquée  ^ « 

SEC- 

^AP>»-9U  t -C-t  x.«:  10.0,  ^L,i,n,l*o. 
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SECTION  IV. 

Des  Figures  de  plufîeurs  cotez. 

Définition  I. 

*•1  ¥*  ES  figures  Quadrilatères ^ 
ou  de  quatre  cotez  ^ reçoi- 
‘veïft  différons  noms.  r®.  Si  les  co- 
teau oppofez  font  parallèles , c’*eji 
un  Parallélogramme.  <2P',  Si 
les  quatre  eôtez  font  égaux  ^ 
tous  les  angles  droits^  c*tft  un 
Quarré,  comme  A. 

30.  Si  les  quatre  cotez  font 
égaux  . ^ les  cmgies  oppofez 
auffi  égaux  , mais  non  droits , 
défi  un  Rhorobe  ou  Lofange, 
comme  B. 

40.  Si  tous  les  cotez  ne  font 
pca.  égaux  ^ mais  tous,  les  angles 
droits , défi  un  Quarré  long, 
oblong.  Parallélogramme  rec- 
tangle , ou  Jîmpiement.  Re6tan- 
• gle,  comme  G. 

50.  Si  feulemeftt  les  cotez 
oppofez  font  égaux  , Çÿ  les 
angles  oppofez  auffi  égaux , 
mais  non  droits  , cette  figure 
efi  Rhomboïde , comme  D. 

D 

(S®. 


A ^ 


l 
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l’eut  autre  quadrilatère,, 
dofit^  les  cotez,  oppofez  ne  fout  ni 
parallèles  ni  égaux  , s'appelle  un 
Trapeze,  comme  E. 


E 


Définition  Tl. 

Une  figure  efi  dite  régulière , lorfque  tous  fies  xot 
cotez  & tous  fes  angles  font  égaux, 

DzFIN1#1üN  III. 

Une  figure  de  plufeurs  cotez  fe  nomme  générale-  joj 
ment  Polygone,  Elle  prend  le  nom  qui  lui  eji  pro- 
pre , du  nombre  de  fes  cotez , ou  du  nombre  de  fes 
angles  qui  comprennent  fes  cotez.  Ainji  une  figu- 
re de  cinq  cotez  ejl  'nommée  Pentagone  ; defix  , 
Exagone;  de  fett,  Eptagone , Odtogone , En" 
neagone,  Décagone,  Endecagone»  Dodéca- 
gone ; ainfi  de  fuite. 

Définition  IV. 

Une  figure  régulière  ejl  dite  inferite  dans  un  cer-  io| 
tle  ,lorj que  tous  J es  angles  font  dans  là  circonféren- 
ce du  cercle  ; mais  elle  efi  dite  circonferite , lorfque 
tous  fes  cotez  touchent  la  circonférence  du  cercle. 


Définition  V. 

Ayant  mené  deux  lignes  des  extrémitez  d'un  des  lo» 
cotez  d'une  fio^ure  régulière  inferite  dans  un  cercle 
ou  circonferite , au  centre  de  ce  cercle , l'angle 
que  ces  lignes  font  eJi  appellé  Angle  du  centre  ; 
kgf  les  angles  que  font  fes  cotez,  pris  deux  à deux, 
font  nommez  Angles  de  la  figure. 

L E M M E I. 

Les  lignes  obliques  qui  font  des  angles  égaux  ^ 
entre  les  mêmes  parallèles  , font  égales. 

Soientmenées  les  perpendiculaires  AC  ÇlDF 
entre  les  parallèles  2 & A',  elles  feront  égales  *; 

. mais 

^ h. 
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mais  les  angles  A^B  FE  a 
étant  droits  , 6.  les  sn'^îes  z 
ABC  & Z>>£r  égaux  per  Vhs- 
pothefe,  les  deux  triangles 
ABC  ÔL  Dx:./'  font  donc  é- 
quianglf  s =•:  partant  AC  égalX 

à DF,  ils  feront  tous  égaux  . 

& par  conféquent  AB^UE:  ce  quil  falloit 

démontrer. 

L E M M E-  1 1-  ^ • ; 

XII  Lès  Ft^^es  ferai  f0  une  meme  ligae,  mêmes 
aa<rles , T»at  parallèles.  _ ^ ^ 

*l_,es  lignes  A3  &i  DE  font  fur  Z & A {meme 
üjure  cFdeJus)  les  mêmes  angles;  ainü  ABC 
DEF:  par  conféquent  AB  ^ DE  doivent 

être  parallèles  <=. 

L EM  M E 111.  , 

Deux  lignes  qui  joignent  deux  lignes  égalés  C3- 
paralleles , font  égalés.  Ëuci.  1.  Prop.  33"  . 

SiADài  JE  fig.  précJd.  joignent  les  deux  li- 
'^csAB  & DE  égales  & parallèles , je  dis  qti’cl^ 

_ nii/n  /irrolrkc  T /ao  TM^I^Prifl iClllâirCS  iîC7 


les  font  auffi  égales.  Les  peroendiculaires/^C 
& I^Ffont  parallèles  , & AÈ  ^ DE  étant  pa- 
rallèles, les  angles  ABC  de  DE t font  égaux®. 
Or  AC  B & DFE  font  droits  ; ainfî  ces  deux 
triangles  ABC  & DEF  étant  équiangles'^  & 
ayant  un  côté  égal,  Piii^que^B  = Z>£»  ils  font 
entièrement  égaux  s ; partant  BC  = EF',  donc 
CFz=:BE.  Or  AD  & CFfont  entre  les  paral- 
lèles/4C&  DF,  elles  font  égales  b.  Donc  BE 
tizCFzzAD  ; ainfi  BE  = AD.  ■ ' 

TheoremeI.  ^ 

Les  quatre  angles  d'un  quadrilatère  font  égaux 
à quatre  droits. 

• Soitle  quadrilatère  ABCB.  Il  faut  Pi“oiiver 

a fup.  n.  10.  b fuf.  n.96.  c fup. n.  if.  d L.i.n.  68. 
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que  fes  quatre  angles  valent  a 
quatre  angles  droits.  Ayant., 
menéda  ligne  AC  d’un  des  an- 
gles, à l’angle  oppofé,  & par- 
tagé cette  figure'dans  les  deux 
triangles  ABC  & /^CZ) , les  an- 
gles de  chacun  defquels  valent 
deux  droits  *.  Ainfi  tous  les 
anales  de  ABCD  valent  quatre  droits. 

THEOREME  II. 

Les  angles  oppofez  <Jun  quadrilatère  inferit 
dans  un  cercle^  valent  deux  angles  droits.  Eucl. 
III.  Trop.  22. 

- Le  quadrilatère  ABCD  eft  inferit  dans  le  cer- 
cle. Les  deux  angles  oppo-  ^ 

fez  ACDà:ABD,  ont  cha- 
cun pour  mefure  la  moitié 
de  l’arc  fur  lequel  ils  font 
appuyezf.Or  étant  appuyez 
enfemble  fur  toute  la  cir- 
conférence, ils  ont  donc, 
pour  mefure  la  moitié  de 
toute  la  circonférence  : donc  ils  valent  deux 
angles  droits  L H en  eft  de  même  pour  les  deux 
autres  angles  BAC  à.  BDC. 

Corollaire. 

Si  les  angles  oppofez  d'un  quadrilatère  ne  valent 
pas  deux  droits.,  on  ne  le  peut  inferire  dans  un  cercle. 

Car  fl  op  le  pouvoir , 
les  angles  oppofez  de  ce 
quadrilatère  feroient  é- 
gaux  à deux  droits  par  ce 
Théorème.  Ils  ne  le  fe- 
roient pas  par  la  fuppolî- 
tion  ; ce  qui  eft  impofli- 
ble. 
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Theoreme  I il 
ri«  Sf  les  cotez  oppofeT^  du  quadrilatère  fout  égaux^ 
ils  font  parallèles. 

ABp:CD&L  BC^AD,  le 
côté  BD  eft  commun;  donc 
. ceS  dèüx  triangles  A BD  &, 

BCD  étaht  égaux,font  équian- 
gles  •.  Donc  l’angle  A BD 
=jBDC, partant  AB  eft  paral- 
lèle à DC  K De  même  BC  fe- 
ra parallèle  à AD , puifque  l’angle  ADB  eft  égal 
à DBC. 


Theoreme  IV. 
lï?  Si  deux  des  cotez  oppofez  d’un  quadrilatère 
font  égaux  ^ parallèles  les  deux  autres  font 
auffi  égaux  ^ parallèles.  Eucf  I.  Prop.  23. 

Us  Ibnt  &a4x  ^ ; ils  font  parallèles  K 
Theoreme  V. 

II8  Si  hr  -quatrè  angles  du  quadrilatère  font  droits^ 
défi  uts  Parîùtelogramme. 

Car  AB  &CD,parrhypdthéfej 
font  perpendiculaires  fur  ylC;  par- 
tant ^ ils  Ibntpàralleles.  AC  &L  BD 
font  aulîi  per^ndiculaires  fur  Z)  C ; 
parconféquent  par  lamême  raifon 
ces  lignes  font  parallèles. 

TftEOREME  VI. 


319  L onglet  oppofez  d’un  ParoiielogramMe  fout  i- 
g^ux , ceux  qui  font  proches  valent  deux  droits. 

io.L’angteF/^yI=Z)CB‘, 

• &;  g;partant 

puifqlie  deux  angles  é- 
gauxà  un  troifieine , font 
egauxjD/fS  ==  BCü:  Or 
huA^ADG’^ûtnt  deux 


angtcs 


droits  î».  Donc 


A 

Z 


a fup. 


b fap.  n.  te. 


c /ép.n^  I»*,. 


BCD 
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BCZ)é^l  à^DFjVaut  avec  yfZ)C  deux  droits. 

2°.  Ôn  démontre  de  même  que  les  deux  an- 
gles oppofez  ABC  & /fZ)C  font  égaux,  & que 
BAD-^  yiBC  valent  deux  droits;  ce  qu’il  fal- 
loit  démontrer. 

PROBLEME  I.  * 
i>air<  un  ParMMogramme.dont  on  a un  angle , 
y les  deux  cotez  efut  le  cemprennent. 

Les  côtez  donnez  x 
Ibnt  Z &c  X,  l’angle  i z 

« / r>  •!  />_  _ . • _ I t 


donné  K : ilfaut  join-  \ ' ... 

dre  Z & ^,de  forte  \ \ \ -z, 

qu’ils faifent un  angle  k\ ’\  \ 

égal  à iC  ♦,  & enfuite  \ \ • A 

tirer  deux  lignes  pa-  ^ 

ralleles  à Z & à t* 

Corollaire. 

Donc  pour  faire  un  quarré  dont  on  a un  côti^ 
il  n'ejl  quefl  'ron  que  de  joindre  deux  lignes  égales 
h celle  qui  ejl  donnée , de  forte  qu'elles  fijfent  un 
angle  droit.  Eucî.  I.  Prop.  46. 

THEOREME  VII. 

T’oute  figure  polygone  ou  de  plufieurs  cttez  , fe 
réduit  en  autant  de  triangles  qu'elles  a de  cotez 
moins  deux. 

Dans  la  figure  Poly  go- 
ne  X,  ayant  tiré  d’un  de 
les  angles  à tous  les  * 

autres  angles,  des  lignes  ^ ^ ^ 

droites , on  fait  plufieurs' X 
triangles  qui  ont  pour  ba-  / 

felescôtezdecePolygo-  x*'  / 

ne , à la  réferve  de  deux  * 

qui  font  aux  deux  côtez  ' 
de  Afdont  AB &. AF  ^ont  un  des  côtez.  Ainfî  il  y 
a autant  de  triangles,  qu’il  y a de  côtez  moins 
^ E 2 deux. 
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deux.  La  même  chofe  fe  trouve  dans  touS  les 
Polygones  ; c’efl:  pourquoi  on  petit  dire  abfolu- 
men  t qu’un  Polygone  le  peut  réduire  en  autant,’  * 
de  triangles  qu’il  a de  côtez,  moins  deux. 

C O R O L L A 'I  iR  Æ. 

Donc  tms  les  angles  d^ane  figure  de  plufieurs  rô- 
tez  font  e'gaux  à deux  fois  autant  à' angle  s droit  s j 
qu'elle  a de  cotez  moins  quatre. 

C’eft-à-dire,  que  tous  les  angles  de  A^quia 
fix  côtez,  font  égaux  ià  huit  angles  droits.  Car 
cePolygone  fe  réduit  en  autant  de  triangles  qu’il 
a de  côtez  moins  deux,  c’eft-à-dire  en  quatre. 
Donc  puifque  les  angles  de  chaque  triangle  font 
égaux  à deux  droits,  tous  les  angles  de  ces  qua- 
tre triangles  feront  enfemble  égaux  à huit 
droits.  Mais  ils  compofent  enfemble  tous  lesfix 
angles  de  cette  figure.  Ils  feront  donc  égaux  à 
huit  droits , c’eft-a^dire,à  douze  droits  moins 
quatre.  On  peut  donc  dire  que  tous  les  angles 
d’un  Chiliogonc,  c’eft-à-dire , d’une  figure  de 
mille  côtez,  font  égaux  à mille  neuf  cens  qua- 
tre-vingt-lèizeangles droits;  ce  qu’on  conçoit 
clairement,  quoiqu’il  foit  impoflîblè  d’imaginer 
nettement  un  Chiliogone. 

Avertissement. 

On  entend  par  tigures  Régulières , celles  dont 
tous  les  angles  tous  les  cotez  font  égaux  * , Çÿ  qui 

par  conféquent  peuvent  être  infcriîes  dans  un  cercle, 
comme  efl  la  figure  ci-jointe  d'un  hexagone:on  nom- 
me l'angle  LAF  l'Angle  du  centre , parce  qu'il efi 
formé  au  centre  du  cerclepar  les  rayons  AE  , AF  ti- 
rez aux  exîrémitez  des  cotez  du  Polygone  les  ' 

angles  fcmblables  à GEE  ^formez  par  la  rencontre 
des  côtez  du  Polygone,  fe  nomment  Angle  s du  Po- 
lygone: Et  comme  il  a été  démontré  f que  tous  les  an- 
gles qui  fe  forment  au  point  h.  ,prisui  pùurle  cen- 
tre 

* fup.*.lo6.  ■ ' • 
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tre  du  Polygone , font  enfemble  égaux  à quatre  • 
droits , lorfqtCon  veut  /avoir  la  grandeur  de  cha- 
que angle  du  centre , comme  ici  dans  V exemple  de 
V hexagone , il  faut  divifer  360  degrez  valeur  de 
quatre  droits  ^par  fix .^nombres  des  cotez  du  Poly- 
_ gone , comme  P eufe  igné  P Arithmétique  : le  nombre 
de,  foixante  qui  vient 
au  quotient  de  la  di- 
vifion  donnera  la  [va-' 
leur  de  P angle  du  cen- 
tre de  Phexagone, 

L'angle  du  centre  é- 
tant  connu  ^ celui  cIuq 
Polygone  le  fer  a aujji\ 
car  comme  les  trois 
angles  du  triangle  i/o- 
fcAeELPfont  enfem- 
ble égaux  a deux 
droits  * ou  iSo  degrez  ) ôtant  P angle  du  centre , le 
rejle  fera  la  valeur  des  deux  angles  égaux  fur  la 
bafe  ou  côté  du  Polygone , lefquels  font  égaux  au 
^feul  GEF  angle  dudit  Polygone;  ainji  celui  de 
Phexagone  fe  trouvera  être  de  iio  degrez.  On 
- pourroit  également  le  connoitre  .,par  ce  qui  a été' 
démontré  J ;puifque  cet  angle  GEF%  pour  fa  me- 
fure  la  moitié  de  la  portion  du  cercle  GHF  ,y«r 
lequel  il  ejl  appuyé:  ainji  ôtant  de  degrez  que 
vaut  tout  le  cercle  , la  partie  Gt  , fuppofée  ici 
de  120 , rejlera  240 , dont  la  moitié  ejl  ta  valeur 
de  P angle  GE  F ou  du  Polygone. 

d U E S T I O N. 

Quels  Vont  les  Polygones  qui  fc  peuvent 
toucher  par  leurs  angles , fans  tailTer 
d’elpace  vuide  entre  eux. 

Pour  cela  il  faut  que  leurs  angles  qui  feront  au- 

E 3 tour 
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tour  d'un  point  commun  f^ent  précifément  qtta^ 
Ire  angle i droits  IP.  Ainji  il  n*y  a que  les  quarrez 
les  hexagones  qui  le  puijfent.  Les  quatre  angles 
de  quatre  quarrez  qui  ont  un  point  commun  ^ font 
quatre  angles  droits.  Les  trois  angles  des  trois 
hexagones  qui  ont  un  point  commun , étant  chacun  ' 
de  cent  vingt , font  enfemble  trois  cens  foi xante,  ^ 
valeur  de  quatre  angles  droits. 

De f triangles  équilatéraux  peuvent  au ff  le  tou- 
cher ; car  en  ayant plàcé fix  autour  d^un points  leurs  ' 
Jix  angles  qut  (e  touchent  font  quatre  angles  droits, 
L^prfqdon  connoit  P angle  du  centre  dune  figu- 
re régulière , on  la  peut  inferire  dans  un  cercle, 
il  faut  mener  du  centre  deux  rayons  qui  faffem 
un  angle  tel  que  doit  être  P angle  du  centre  de  cet- 
te figure  ; car  fi  défi  une  figure  de  Sx  cotez  , 
faifant  un  an^le  de  trente-fix  degrez , qui  efi  ta 
' dixième  partie  de  trois  cens  foixante  .,  la  corde  de 
cet  angle  fera  un  des  cotez  de  cette  figure. 

Pour  circonfcrire 
unpofygone  ou  figure 
régulière  autour  d'un 
cercle^  il  faut  premiè- 
rement Pinfcrire  Çsf* 
en  prolongé^-  les  ra- 
yons ; après , ayant  di- 
vifé  par  la  moitié  un 
des  cotez  de  ce  polygo- 
ne infent  , comme 
EF,  en  menant  le 
'rayon  AB  par  cette 

moitié y fait  au  point  B une  tangente  entée  AC 
^ AD , on  aura  un  des  cotez  du  polygone  circonf- 
crit.'  Enfuiteil  faut  faire  tous  les  rayons  prolongez 
dc'Pinfcrit  égaux  à KG  AD  .^par  P extrémité 
defquels  ayant  mené  des  lignes  droites  gin  aura  la' figu- 
re que  P on  chercèoit , anfi  qu'il  efi  évident,  mais 

' ron 

^ /ap.  «.  ly.  . ' ' 
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^0»  ne  peut  faire  avec  la  feule  règle  ^ le  compas 
ï*  angle  du  centre  de  toute  figure  régulière  ^fans  ex- 
ception y comme  nous  le  ferons  voir  ; cela  ne  Je  peut 
que  méchaniamment^en  fe  fervant  d'un  demi  cercle 
qui  e/l  divifepar  degrez , qu'on  nomme  Rapporteur. 

PROBLEME  II. 

Infer  ire  un  quarré  dans  le  cercle  X.  Eucî.  IV. 
Prop.  6.  . - . 

Le  cerclé  X eft  donné  pour  y infenre  un* 
quarré.  Il  faut  mener  une  ligne  par  le  centre  du 
cercle , telle  que  dC,  qui  en  foit  le  diamètre  ; oc 
fur  celle-là  & au  centre , la 
perpendiculaire  BD.  Les 
quatre  points  A ^ByC^D 
font  en  égales  diftances  * ; 
ayant  donc  mené  des  li- 
gnes droites  par  ces  quatre 
points  5 on  aura  un  quafré 
dans  le  cercle  X Car  1°. 
cette  figiare  a quatre  côtez 
égainc.-  2®.  Tous  les  angles  de  ABC D font 
droits  t , car  chacun  d’eux  eft  appuyé  fur  .la 
demie  circonférence. 


R O B L E M E II  I. 

cercle  dans  un  quarré.  Eucl.  IV, 


P 

Faire  un 
Prop.  8. 

L^uarré  FGHI  eft  dtni- 
né  pour  y inferir  e un  cer- 
cle. Ayant  coupé  par  la 
moitié  les  quatre  côtez  de 
ce  quarré, <Sc  mené  AC  & 
B D , fi  du  poipt  E oh  ils  le 
coupent , «X  c|e  l’intervalle 
AEÿ  on  décrit  un  cerçle, 
il  fe  trouvera  inferit  dans 

E 

* L,  i,  n.  42.  t A/*  44» 
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ce  quarré  : car  les  quatre  lignes  AE , BE , CE', 
DE  font  égales  ; ainfi  le  cercle  palTera  par  les 
points  A , B , C , D. 

P R O R L E M E IV*. 

Circonfcrire  un  quarré  à un  cercle.  Eucl.  IVl 
Prop.  7. 

Le  cercle  ABCB  ,fi/,.q>reced.QÜ  donné  pour 
lui  circonfcrire  un  quarré.  Il  faut  mener  deux 
diamètres  qui  fecoupent  à angles  droits  ;.enfui- 
te  parles  quatre  extrémitez  de  ces  deuxdia-' 
métrés,  ayant  mené  quatre  lignes  tangentes  au 
cercle  , elles  feront  le  quarré  que  l’on  cher- 
che, comme  il  eft  évident. 

' P R O B L E M E V. 

Faire  un  cercle  autour  à' un  quarré.  Euclid.  IV. 
Prop.g*  * 

Le  quarré  ABCD  eft 
donné  pour  lui  circonfcri- 
re un  cercle.  Ayant  tiré 
des  Diagonales , c’eft-à-di- 
re,  des- lignes  droites  d’un 
angle  à un  autre  angle  op- 
pofé , & prenant  pour 
rayon  la  moitié  d’une  des 
Diagonales , le  cercle  qu’on  décrira  fera  ce- 
lui que  l’on  cherche. 


S E G T I O N V. 

De  la  mefiirc  de  l’Aire  des  Surfices. 

T H . E O.  R E M‘  E I. 

J U ^ tout  Parallelojrr.amrae  ylet  cotez.  ^ les  an- 
XÜ  éles  oppojez  font  é^aux  entre  eux.,  la  Diago- 

nale le  coupe  en  deux  également’  Eucl.  I.  Prop. 34»- 

Soit 

♦ L.i.n.nz,  ' ■ . ■» 
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Soit  Yun  parallelogrammeidont/fB  efl:  là  dia- 
' gonaîe;  il  faut  prouver  que  l’angle  eft  égal 
à , &quelescôtez//C&  ^ 

B Z)  font  égaux.  Les  deux  an- 
gles /iBD^ BAC oppoféz  al- 
ternativement font  égaux  * ; 
par  le  même  raifonnement 
BAD^ABC-,\e  côté  AB  eft 
commun  ; ainfi  ces  deux  trian- 
glesfont  entière- 
ment égaux  t : Donc  l’angle  Z) 
é^à  l’angle  C,&  l’aiigle  A àl’angle  Bmuifqulls 
font  compofez.  d’angles  égaux,  ^Aci^CB^ 
comme  aulTî  AC  ^BD  AB  coupe  en  deux- 
également  le  parallélogramme  ABCD. 


È 


D 


• T H:  E O R E M E II. 

Les  Parallélogrammes  qui  font  etttre  mêmes 
parallèles  ^ (ur  même  hafe  ^ ou  une  autre  é^ale^ 
fom  évaux.  EucM.  Prop.  35.  & 36». 

Si  les  Parallélogrammes  ABCÙ , EFCB  font 
entre  mêmes  parallèles  JT,  & fur  une  même 

bafe,BC,  ou  une  autreégale;jedis  qu’ils  font 
égaux.  ” 

Si  la  bafe  du  Pa- 
rallélogramme B C 
EFn’eiï  pas  la  mê- 
me de  ABCD , fur. 

BCfoitfait:]:  le  Pa- 
rallélogramme EF 
CB  femblable  & é- 
gal  au  donné  EF 
. CD,.  Il  faut  prou- 
ver que.ce  dernier 

Parallélogramme  EFCB  eft  égal  au- Parallélo- 
gramme ABCD,. 

E 5 Les. 
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Les  côtez  àiB  fCD  du  Parallélogramme  font 
parallèles  par  la  fuppofition , ils  font  aiifli  é- 
gaux  Il  en  eft  de  même  des  côtez  EB  , /'C. 
Mais  fl  à AD  ScEF  foppofées  égales  on  ajoute 
ED , les  toutes  AE  , £)Fferont  égales  ; ainfi  les 
deux  triangles  EAB  ,FDC  ayant  leurs  trois  cô- 
téz  égaux,lêront*entierement  égaux  j;&  ôtant 
de  ces  deux  trian-  F,  E : A 

gles  égaux  la  partie  z '• 

'iJ  G L qui  leur  efl: 
commune,  les  tra- 
peces  AB  G D & 

' CG  EF  feront  é* 

• gaux.  * Ajoutant 
donc  à l’un  & à l’au- 
tre la  même  gran- 
deur BGC,  ce  qui  X 
fait  les  Parallélo- 
grammes ABCD  & B CEF,  ces  deux  figures  fe- 
ront égales;  ce  qu’il  falloit  prouver. 

Il  faut  remarquer  que  fî.le  point  E fè  trou-^ 
voit  entre  D & A,  au  lieu  d’ajouter  DE  on  fau-' 
roi t retranché  pour  conclure  l’égalité  des  lignes 
AE,  DF,  &:  enfui  te  celle  des  deux  triangles 
EAB  ,FDC , &cônféquemment  celle  des  deux  . 
Parallélogrammes,  au  moyen  du trapeze com- 
mun qu’on  auroit  ajouté. 

Corollaire  I. 

^ • Donc  en  mesurant  la  furface  d*»n  paraîleîogram- 
me , il  ne  faut  avoir  égard  qu'à  la  bi^e , à la 
ferpendie^laire  qui  ntefure  fa  hauteur, 

• Car  le  parallélogramme  BCEFdk 

égal  à un  parallélogramme  reftangle  dont  BC 
eit  la  bafe , & dont  les  côtez  qui  font  pernend:- 
culaires  font  égaux  à fa  hauteur.  Ainfi  c’ell:  le 
parallélogramme  reftangle,  comme qui 

♦ /*;>.«.  22t.  tA?-  * 
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eft  lamefure  de  tous  les  parallélogrammes  dont 
les  bafes  feront  ^ales  à BC , & qui  auront  mê- 
rne  hauteur,  ou  feront  entre  les  mêmes  parallè- 
les X<kZ.  Il  ne  peut  y avoir  qu’un  parallélo- 
gramme reâangle  fur  la  bafe  fiC  entre  A'êc  Z; 

& il  peut  y avoir  une  infinité  de  parallelogram- 
nîes  non  redlanglcs  fur  la  même  bafe , & entre 
ces  mêmes  parallèles  X Z. 

Corollaire  IL 
Do»c  en inefurant ï^étenduc^'un parallelogram-  ,jj 
me  non  redangle  ^ il  ne  fau(  point  avoir  égard  à 
fon  circuit. 

• Car  quand  les  côtez  B£  &CFferoientd’un 
million  de  lieues  ou  infim's;  ce  qui  fe  peut  con- 
cevoir en  fuppofant  que  les  ügnes  & Z foient 
prolongées!  l’infini:  ce  parallélogramme  dont 
le  circuit  eft  infini,  ne  fera  pas  plus  grand  que 
ABCD  dont  le  circuit  eft  fini. 

THEOREME  lîl. 


K 


Si  par  un  point  quelconque  de  U diagonale  dé  un  *3» 
parallélogramme  on  tire  deux  ligne t parallèles  aux 
cotez  « elles  divijeront  le  parallélogramme  enqua^ 
tre  pièces , dont  les  deux,  que  la  diagonale  ne  trorl 
verfe  pas  , ^ qu^o»  appelle  Complémens , Jont 
égaux  entre  eux.  RüClld.  la  Fiop.  4.2. 

ABC=iADC,&cAGF 
= A KF,  ikFEC  ^ 
tzzFHC  *.  Des  deux 
triangles  égiauxADC, 

& A ôtant  desH- 
grandeurs 

/^XF&-:/7/C,d-’up3 
part  •,&.  AG Fif  FEÇl 
de  l’autre;  les'reftés 
FKDH  Çl  BEFG  ^e-  < 
it)nt  égaux  ; ce  qu’il  falîoit  démoniîVer. 
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TheorÊme  IV.v 
Les  parallélogrammes  font  doubles  des  triangJès  dt- 
meme  hauteur  Çjf  de  meme  bafe.  Eucl.  I.  Prop.  41 , 
' Le  triangle  ECZ)  a mê- 
me bafe  que  le  parallélo- 
gramme ABCD,  & ils  ont 

• même  hauteur  étant  en- 
' tre  les  parallèles  X Z: 
je  mene  üZ'paralleleàCE 
pour  faire  le  pamllelo- 
gramme  DCEf^  lequel 
ell  égal  à dBCD  *.  Or 
CED  eft  é^l  à EDFi. 

' Donc  DCEF  ou  la  gran- 
deur égale  ABCD , eft  le 
double  de  C £ Z). 

Corollaire  I. 

* 3+  Donc  les  triangles  de  meme  bafe  ou  de  bafe 

le  ^ de  mi%ie  hauteur  , font  égaux.  Êucl.  I. 
Prop.,  37.  & 38..  • 

^ Puilqu’ils  {ont  tous  la  moitié  d’un  parallelo 
gramme  de  même  bafe  & de  même  hauteur.:- 
Corollaire  II.  , 

; Donc  pour  mefurer  la  furfaee  d'un  triangle^  il 
ne  faut  avoir  érard  <fd.à  fa  hauteur  ^ à- fa  bafe». 

Puifqu’il  eft  égal  a la  moitié  d’un  parallelo^ 
gramme , qui  a même  bafe  & même  hauteur, 

. A V E R T I S-S  E M.  E N;  T. 
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âSaijTer  du  femmet  la  pei^endiculaire  AD,  qui  en 
eji  U hauteur , ^ multiplier  BC  par  la  mûtùéde 
AD  , OH  AD  par  la  moitié  de  BC  ; ou  BC  par  AD, 
y en  prendre  la  moitié  \ce  qui  revient  au  même. 

Si  U triangle  était  ohtufanglè,  comme  MNP, 
alors^  pour  avoir  la  hauteur,  il  faudrait  prolonger 
le  coté  MP , Çÿ  dùfommet  N tirer  la  perpendicu- 
laire NQ. 

Theoreme  V. 

Les  triangles  .égaux  de  même  haje , ou  de  bafe  ***■ 
^4/?,  ^ pofez  d'une  même  part , font  entre  les 
mêmes  parallèles.  Eucl.  I.  Prop.  3p.  & 40. 

S’ils  font  égaux , ils  ont  même  hauteur  * ; & 
par  conféquent  les  perpendiculaire»*  abaifléês 
de  leur  fommet  fur  leurs  bafes  feront  égales..  - 
Si  (ÿi  mene  donc  une  ligne  par  leur  fommet , 
elle  fera  parallèle  à leur  bafe  f. 

Avertissement. 

Ces  Propojitions  fe  peuvent  démontrer  par  une. 
autre  méthode , dont  il  ejl  bon  ici  de  donner  quelque 
connoijfance,  évident  i®.  que  lorfque  deux- 
furfaces  planes  jwt  faites  par  le  mouvement  de. 
deux  lignes  droitfs  égales.,  ft  le  mouvement  de 
rune  esr  de  P autre  ligne  eft  égal qu'il  dure 
autant  de  tems,  ces  deux  furfaces  font ‘égales.  Si 
par  exemple  AB  . 

. . - - X O _ . im  C 


ejl  égale  à EFjÇj* 
que  ces  deux  lignes 
Je  meuvent  pa- 
rallèlement q elles- 
mêmes  d'un  mou- 
vement égal , vé^ 

nant  dans  un  même - 

tems  de  'L  à \ ^ FA.  ti 

deux  lignes  paralle^^^  ’ par  aile  logramm^j/fr 

ABOD  ^ EFGI.'?"-^  décrivent  AB  ^ EF  , font 

F 7 égaux. 
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é^aux.  Si  EF  fe  meut  bien  toujours  parallèlement 
à elle-même , mais  qu'en  même  terns  elle  ait  un 
autre  mouvement  qui  la  porte  ou  à droit  ou  à gau- 
che ^ on  voit  bien  que  fes  extrémités  E ^ F dé- 
crivent de  plus  grandes  lignes  que  A Çÿ  R extré- 
mités de  AB  qaon  fu^pofe  n'avoir  qu'un  ntouve- 
ment  qut  ta  porte  par  le  plu  court  chemin  de  Z à 
X ; ainji  quoique  ABCD  ^ EF  G1  foientdes  fur- 
faces  égales^  le  circuit  de  celle-ci  ejl  plus  grand. 

Si  ces  lignes  AB 
y EF  en  femou-  X 
vant  laijj  oient  à 
chaque  injlant  une 


trace  ^ il  eji  évi- 
dent que  cbmme  on 
fttppoje  qu'elles  font 
portées  dans  un  - — _ 

même  tems  de  "Z,  à -Er  JF  A-  .B 
X,  les  deux  furfaces  ABCD  ^ EFGH  qu'el- 
les -décrivent , feraient  ^ouvertes  d'un  nombre  égal 
de  lignes  toutes  égales:  ^ par  conféquent  que  ces 
deux  furfaces  doivent  être  égales.  Ce  au'on  peut 
démontrer  encore  plus  fenjiblement  : Au  lieu  que 
AB  ^ EF  font  des  lignes  mathématiques  fans 


largeur , fuppofons  que  ce  foient  des  lignes  qui  ont 
quelque  largeur^  mais Jî  petite  qu'elle  foit  abfolu- 
ment  indiviÿde , ^ qu'on  les  ait  ran%é  parallè- 
lement les  côté  de  AB , les  autres  'à  côté 

de  EF  f entre ^ ^ Alignes  parallèles.  Puifque 
l'efpace  entre  Z Çÿ  X ejl  partout  le  même , êjf 
que  ces  indivtfibies  font  toutes  égales , il  y en  au- 
ra autant  fur  AB  quç  fur  EF" , elles  feront  par 
conféquent  deux  furfaces  égales..  Si  celles  qui  font 
fur  EF  font  bien  toujours  parallèles  entre  etks , 
m^ais  que  l'extrémité  de  la  fécondé  pafe  au-delà 
^^ae  E , ^ celle  de  la  troijieme  encore  au-delà  ; 
alors  le  circuit  de  EFGI  fera  plus  grand  que  ce- 
lui 
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lui  de  ABCD  ; ^ fi  mus  fuppofions  dans  ces  li- 
gnes une  largeur  indivtfible  ^ c^eji-à-dire  iufenfi- 
ble , les  cotez  E I ^ F G ne  feraient  pas  des  Ih- 
gnes  ; mais  des  Itgner comme  dentele'es:^ 

Cette  méthode  que  nous  expliquons. ici  s'appelle 
la  méthode  des  iudtvifihles  \ parce  qu'on  fuppofe 
des  lignes  qui  ont  une  largeur  indivifible  à caufe 
de  Japetitefe.- 

On  peut  employer  cette  même  méthode  pour 
prouver' l'égalité  des  triangles  qui  font  fur  une  mê- 
me hafe^  Q qui  ont  la  même  hauteur  ou  qui  font 
entre  deux  pcuralleles  ; car  fi  on  fuppofe  que  deux 
lignes  égales  ont  le  mê- 
me mouvement  , ^ 
qu'elles  fe  diminuent 
proportionnellement , il 
faut  que  dans  le  même 
Ums  elles  faffent  des 
furfaces  égales.  Si  aujft  fZt 
on  conçoit  deux  furfa- 
ces fur  deux  bafes  éga- 
las y compofées  d*un  é^al  nombre  de  lignes  iudi- 
vifibks , qui  font  diminuées  proportionnellement , 
de  forte  que  toutes  foient  égales  chacune  a chacud 
ne  ; il  faut  ,que  ces  deux  furfaces  qui  font  deux 
triangles.,  foient  égales. 

Remarquez  que  de  deux  triangles  d^une  furfa-  137 
ce  égale.,  celui  dont  les  cotez  & les  angles  font 
plus  égaux  entre  eux , a moins  de  circuit.  Le 
triangle  même  reff  angle  ^ aura  plus  de  circuit 
qu'un  équilatéral  qui  lui  fait  égal  : car  fait  ABC  • . 
un  reéiangle , Çÿ  A B D «»  étjuilateral  de  même 
hauteur  ; ils  font  égaux  *.  Soit  A G prolongé  en 
Y..,  de  forte  que  AC  = CE.  Le  circuit  de  ACB 
efi  A B -+•  B G —+■  G E.  Soit  prolo^é  B D juf- 
qu'à  E , chaque  angle  A B D ejt  de  60., 

- EAB 
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EAB  étant  de  90,  les  angles  AEB 
Ü?  E AD  font  chacun  de  30.  A 'tnft. 

EDA  eft  un  ,b’DE=AD.  , 

Donc  A B —h  efi  le  circuit  de  Cj 
ABD.  Or  .B  E efl  plus  petit  <fue 
BG-+-GE  ; donc  le  circuit  de  ABD 
eji  plus  petit-  que  le  circuit  de  ABC-  ^ 

Nous,  ferons  voir  dans  la  fuite,  qu'une  Jx 
figure  qui  eft  plus  uniforme  en  toutes 
fes  parties,  renferme > une  plus  grande  furjacedans 
un  moindre  circuit. 

P R O B L E M*  E I. 

rîl  Faire  ftn  parallélogramme  égal  à un  triangle 
donné,.  Çjf  qui  ait  un  angle  donné.  Euclid.  L 
Prop.  42. 

Le  triangle  donné  eft  ABC,  & l’angle  donné 
D.  Il  faut  faire  un  parallélogramme  égal  au- 
triangle,  qui  ait  l’angle  égal  à />. 

I O.  Par  B , fom-  .JB.  - CL  ^ 

met  du  triangle 
ABC,,ne  mene  Bf 
parallelè  à fà  bafe 
AC  *.  20.  Sur  E , ^ 
moitié  de  cette  ba- 
fe, j’élevÆ  GE  qui  fafleavec  AC  un 'angle  égal 
à.  D f.  30.  J’acheve  le  parallélogramme 
CEGF\,  qui  lera  celui  qu’on  demande  ; car. 
il  eft  égal’  au.  triangle  ABC  f.,  & il  a l’angle 
GEC  égal’  à l’^angle  donné  D. 

P R.  O D L 'e  M E IL 

Sur  une  ligne  droite  donnée , décrire  un  parallelo-, 
gramme  égala  un  triangle  donné, ^ qui  ait  un  angle 
égal  à un  angle  reéliltgnedonné.  Eucl.  I.  Prop.4^1. . 

La  ligne  donnée  eft /f,rarfgledonné.eftC.  Il 
faut  faire  un  parallélogramme  égal  au  triangles . . 

!«>..  Par  le  Problème  précédent , je  fais , félon 

^ i Jup,n.X9*  ^ f»p.n.iiû- 
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rangle  C , le  parallélogramme  DEFG  égal  au. 
triangle  B.  2°.  Je  prolonge  GF  & DE:  de 
forte  que  FHzz  /l , & El=zFH  ; j’acheve  le  pa- 
rallélogramme EFhl,  je  prolon^  la  ligne_/F 
juiqu’à  ce 
qu’elle  trou- 
ve le  prolon- 
gement ' de 
DG\.  & j’a- 
cheve  le  pa- 
rallélogramme ZJjK’L/,  dans  lequel  FHLM 
égal  à üEtG  *.  Ainfi  F'HLM  eft  le  parallélo- 
gramme que  l’on  cherchoit  égal  au  triangle  J3 
*à  qift  DEFG  a été  fait  égal , ayant  un  angle, 
égal  à l’angle  donné  C , & étant  fait  fur  FH  • 
égale  à la  ligne  donnée  À. 

PROBLEME  III. 

Décrire  un  parallélogramme  égal  à une  figure  *4* 
reéiiligne  donnée^  ^ qui  ait  un  angle  égal  a un 
angle  reéiiligne  donné,  Eucl.  I.  Prop.  45.. 

La  figure  reéliligne  donnée  eft  ABCD , l’an- 
gle donné  E.  1°.  Jeréfous  la  figure en  ‘ 
deux  triangles , par  la  ligne  AC.  2°.  Je  fais  le 
parallélogramme  ^ “ 

G/ égal  au  triangle 
ABC.,  ayant  l’an- 
gle  G égal  à-Tan- 
gle  donné  E f. 

3<5.  Sur  ///je  fais. 


iàm, 


parallélogramme  IL  égal  au  triangle 
Z), ayant  l’angle  IHL  égal  auditangleÉir. 
Cela  étant  fait,  GX  =G/  /L  : donc  G K 
— ^BCD  eft  le  parallélogramme  requis* 

Que  Ji  la  figure  avait  été  compofée  de  plus  de  deux 
triangles , on  aurait  fait  la  même  chofe  fur  la  ligne 

*KI^ 

«•  X Îi.  t n,  I }t,  /mji,  %, 
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KL  pour  le  troifieme  triangle , ^u’il  a été  fait  fur 
HI  pour  le  fécond  ; ^ ai^  des  autres. 

DEFINITION; 

•41  Dans  un  triangle  reél angle , le  cçté  eppofé  a 
P angle  droit  fe  nomme  H^fothenufe. 


ilift 


Tuçoreme  VI. 

-P^ans  tout  triangle  reS angle  le  quarréde  Vhy- 
pothe'nufe  ^quduebté  qui  foutient  P angle 'droite  e/l 
égal  aux  deux  quarrez  des  deux  autres  cotez. 
Eud.  I.  Prop.  47. 

Soit  le  triangle  reftangle  CAB.  Si  fur  l’hy- 
,pothenufe  CB  on  fait  le  quarré  CD  {{on  défigne 
ainfi  un  quarré  ou  parallélogramme  par  deuxiet- 
très  en  diagonale  ) & fur  les  deux  autres  côtez* 
CA  à.  AB  , on  fait  les  quarrez  CK^BG:  Je 
dis  que  CD  =1  CK  — \-BG. 

Soit  mené  du  fommet  A , la  ligne  AL  perpen- 
diculaire furThypothenufeBC,  ellediviferale 
quarré  CD  en  deux  parallelogrammesr/is.  & 
dont  le  premier  eft  égal  au  quarré  CX , &le  f^ 
.cond  au  quarré  fl  G ; ce  que  l’on  démontre  ainü. 

Soit  mené 
du  point /^au 
point  E lali- 
gne  E , & ji' 
du  point  flau  . 
point  fi  la  li- 
gne BU.  Cqs 
deux  lignes 
formeront 
les  deux  tri-  . 
angles  égaux 
ACE^BCfi*. 

Car  le  côté 
CE~^CB  & 

ÇÂ^c\  & les  angles /^C£  & HCB  renfennez 


• K 


Dk 
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par  ces  côtez  font  égaux,  ayant  chacun  un  an- 
gle droit,  & l’angle  ACh  commun.  Mais  le 
triangle  ACE  cft  moitié  du  parallélogramme' 

7£  * , parce  que  ces  deux  figures  ont  même  ba- 
fe  & qu’elles  font  entre  les  mêmes  parallèles. 

De  meme  le  triangle //Cz;  eft  moitié  duquarré 
CK , par  la  même  raifon.  Or  ces  triangles  font 
égaux;  donc  les  parallélogrammes  qui  en  font 
doubles,  feront  auffi  égaux. 

Ce  que  l’on  vient  de  dire  du  parallélogramme 
/£,  & du  quarré  CiC,  fe  doit  entendre  du 
parallélogramme /Z>,  & du  quarré  J3G:donc, 

&c. 

Remarque. 

Cette  Propojîtioft  eji  d‘‘un  ufage  très  fréquent 
très  étendu  dans  ia  Géemètrie , aup,  bien  que  dans 
la  Réfolution  des  Problèmes  par  rAnalyfe. 

PROBLEME  IV. 

Trouver  ntt  quarré  égal  à demi  ou  à pU^eurs  *♦! 
autres  quarrez» 

Il  ne  faut  que  joindre  les  deux  bafes,  AR^. 

AC , des  deux  quarrez  propofez  » de  forte  qu’ils 
falTent  un  angle  droit  Ja  bafeCfî  de  cet 
fera  le  côté  d’un  quarré  égal 
à ces  deux  ^arréz , félon  le 
précédent  Théorème.  Si 
l’on  demande  un  quarré  égal 
à trois  quarrez  donnez  , & G 
que  BD  fbit  le  côté  du  troi- 
fieme,  je  Joins  BC  & BD,  de  forte  que  ces 
deiftc  lignes  faflent  un  angle  droit.  Alors  le  . 
quarré  de  CT)  eft  égal  aux  quarrez  deBC  & de 
BD,  par  conféquent  aux  quarrez  de  AC , de 
AB,  aeBD’,  & par  cette  méthode  l’on  trou- 
vera un  quarré  qui  foit  égal  itantdequarrezr 
que  l’on  voudra. 

*/up,n,  uî^  ^ . . Ttoo* 
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THEOREME  VII. 

Si  le  quatre  d'un  des  cotez  d'un  triangle  ejl 
égal  aux  quarrez  des  deux  attires  cotez  -,  an- 
jne  compris  entre  ces  deux  cotez  eft  droit.  Eucl. 
1.  Prop.  48. 

Je  fuppofe  qu’au  triangle  ABD  lequarrédu 
côté  BD  foit  égal  aux  quarrez  des  deux  autres 
côtez  /iB,AD.  Cela  étant,  je  dis  que  l’angle 
fîy^Z)' compris  entre  les  deux  côtèiAB AO, 
eft  droit. 

Soit  fait  /4C  perpendiculai- 
re lur  dD  & égale  a AB  ; donc 
les  quarrez  de  AD  & AC  font 
égaux  à celui  de  DC  *.  Or  ces- 
deux  quarrez  font  égaux  par 
hypotnefe  à celui  de  BD;  ^ 
tlonc  les  quarrez  de  BD  &de  DC  font  égaux  : 
Ainfi  CD  & BD  font  égaux;  donc  les  deux 
triantes  AB  D Çx,  ADC  font  entièrement  é- 
gaux,  & par  conféquent  équiangles  f- 
eft  donc  droit , aum  bien  que  CAO.  On  fup- 
pofe ici,  ce  qui  eft  évident,  que  les  quarrez 
légaux  ont  des  côtez  égaux. 

-Theoreme  VIII. 

Untriangle'eji 
égal  à deux  ou 
^ujieurs  triau- 

fies  de  meme 
auteur , dont  les 
lafes  prifes  en- 
semble Sont  égales 
Àlafienne. 

Le  triangle 
eft  égal 
aux  ^.triangles 
ABE,EAD & 


»,  I4t«  t »• 


DAC,. 


4 
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DAC , qui  font  fes  parties.  .Or  ACDtixÇFD 
& DALj=sDGL  & EAB  = EHB  *;  donc  CAB 
eft  égal  à deux  ouplufieurs  triangles , &c.  Ce 
qu’il  falloir  prouver. 

ü E F I N I ;T  I O N; 

0»  appelle  Apothème  la  partie  du  rayon  per- 
pendiculaire . qui  ejl  entre  le  côté  dun  polygone 
infcrit , ^ le  centre  du  cercle. 

ADQÜ\m  apothème,  {figure  fuivante.  ) 
Theoreme  IX. 

Làfurface  d* un  polygone  régulier  eji  égale  à un 
triangle  qui  a pour  bafe  le  circuit  de  ce  polygone^ 
Çÿ  pour  hauteur  I apothème  de  ce  polygone. 

Ayant  mené  dés  li-  , . . 

gnes  du  centre  à cha- 
que angle,  on  le  réduit 
en  autant  de  triangles 
qu’il  a de  côtez,  tous 
égaux  au  triangle  ABC 
qui  a 3Ç pour  haïe,  & 

.pour  hauteur  l’apothè- 
me ; or  un  triangle 

qui  a Ad  pour«haur  , 

tcur,&  pour  bafe  le  cir- 
cuit de  ce  polygone,  eftégal  à tous  ces  triangles 
dont  la  hauteur  eft  Z)/^;&les  bafesprifes'en- 
lemble,  font  le  circuit  de  ce  polygone  t : Qui 
eft  ce  qu’il  falloir  prouver. 


Propofitions  évidentes  touchant  les 
Polygones.  ' 

Proposition  L 

•J  efi  plus  grand  que  le  cercle  auquel 

tl  ejt  ctrconfcrit.  i4«  . 

Pko* 
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Proposition  II. 

S49  Un  polygone  eji  plus  petit  que  le  cercle  dans  le^ 
quel  il  eJi  ifrfent. 

Proposition  III. 

jjo  U»  cercle  prut  être  pris  pour  un  polygone  d’une 
infinité  de  cotez. 

Car  fi  uh  polygone  dont  le  diamètre  efl:  petit 
avoit  un  million  de  côtez,  il  efl  évident  qu’il  ne 
difFereroit  pas  fenfiblement  d’un  cercle.  Si, 
dis-je,  on  conçoit  dans  un  cercle  autant  de  cô- 
tez qu’il  a de  points  fenfîbles,  ce  fera  un  poly- 
gone & un  cercle  en  même  teftis. 

T H E O R E M E ' X. 

* jt  Pf  deux  polygones  réguliers  circonferits  à un 
cercle , celui  qui  a plus  de  cotez , a un  plus  petit 
circuit  une  plus  petite  furface. 

X efl:  un  polygone 
circonferit  à un  cer- 
cle: je  divife  fes  côtez 
pour  faire  un  autre  po- 
lygone qui  ait  plus  de 
côtez , en  menant  des 
tangentes  qui  feront 
hors  du  cercle  * ; ainfi 
ce  polygone  fera  plus 
mnd  que  ce  cercle  f. 

Je  confidere  la  même 
partie  de  ces  deux  polygo nés,  c’eft-à-dire , qui 
foit  circonferite  à la  même  partie  du  cercle , par 
exemple  à EFD  ;puifquei;^/^  H-  AC  efl  plus 
grand  que  BC  ; donc  BD  ^BA-^AC—^CF 
efl:  plus  grand  que  DB--{-BC~\-CF\  ainfi  le 
circuit  de  celui  qui  a moins  de  côtez  efl  plus 
grand.  La  figure  FPCABDQ^cedieEFCBüàQ 
la  grandeur  du  triangle  ; la  furface  dé  ce- 

lui qui  a plus  de  cotez  efl  donc  plus  petite. 

- Co- 
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, Corollaire. 

Do»c  pîtjfque  plus  un  polygone  circonfcrit  a de 
^vtez  , plus  il  ejl  petit , demeurant  toujours  plus  tst 
grand  que  le  cercle  auquel  il  efl  circonjcrit  j il 
r enfuit  que  plus  un  polygone  à de  cotez , fon  cir- 
cuit^ J a f U' face  appro^ent  plus  du  circuit^  de 
Ja  furjctce  du  cercle  auquel  U efl  circonfcrit;  ^ 
qu'ainji  un  polygone  circonfcrit  d’une  infinité  de 
cotez  ne  différé  point  du  cercle. 

Theorem'e  XI. 

De  deux  polygones  réguliers  inferits  dans  un 
même  cercle , celui  qui  a plus  de  cotez  a un  plus  i53 
grand  circuit  Çÿ  une  plus  grande  furface. 

Deux  polygones  étant  inferits  dans  le  cercle 
A’;  je  confiderela  partie  les  parties 

de  ces  deux  polygones  “ 

qui  y répondent. 

1°.  b D DC  QÏk 
plus  grahd  que'BC; 
partant  le  circuit  de  ce- 
lui qui  a plus  de  côtez 
eft  déjà  plus  grand. 

2°.  La  figure 
furpafle  ABC  de  la 
grandeur  du  triangle 
i5Z)C;aîftri  le  polygone 
qui  a plus  de  côtez  a une  plus  grande  furfkcc: 

qu’il  falloit  prouver. 

C O RO  L L A î R £ 

Donc  puifque  de  deux  ou  plujieurs  polygones 
inferits  dans  un  même  cercle  , celui-là  efl  plus 
grand  qui  « plus  de  côtez  ^ demeurant  toujours 
plus  petit  que  le  cercle  * ; il  /enfuit  que  plus  un 
polygone  inferit  a de  côtez  yplus  il  approche  de  la 
circofrference  ^ de  la  furface  du  ctrcle  ; ^ qu’ainji 

> * U» 
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un  polygone  infcrit,  qui  a une  infinité  de  cotez  ■ 
ne  dijfere  point  du  cercle.  * 

THEOREME  XII. 

ISS  De  deux  polygones  réguliers  infcrits  dans  un 
même  cercle ou  cercles  égaux  , celui  qui  a plus 
de  cotez  a un  plus  gramkapothime. 

£Ceftla  corde  du  polygo- 
ne qui  a plus  de  cqtez,  CI 
celle  de  celui  qui  ena  moins;  je 
ainfi  CE  étant  la  corde  d’un 
plus  petit  arc,eft  plus  petite, 
dcparconféquent  plus  éloi-  _ 

fnée  du  centre  d que  CI*.  * 

)onc  la  perpendiculaire  dû  qui  eft  l’apothême 
du  polygone  dont  C £ eft  la  corde,eft  plus  gran- 
de que  dB  apothème  du  polygone  dont  C/ eft 
la  .corde  ; ce  qu’il  falloir  prouver. 

THEOREME  XIII. 


La  furface  d\n  cercle  eji  égale  à un  triangle 
qui  a pour  fa  hauteur  le  rayon  du  cercle,^  pour 
■ùafe  la  circonférence. 

On  peut  iuppofer  félon  les  deux  Théorèmes 
précédens  & leurs  Corollaires , qu’un  cercle  eft  • 
' égal  à un  polygone  d’une  infinité  de  côtez , qui 
lui  eft  circonicritou  infcrit.  La  furface  de  ce 
polygone  eft  égale  à un  triangle  qui  a pour  bafe 
Ton  circuit , qui  eft  ici  la  même  chofe  que  la  cir- 
conférence du  cercle,  & pour  hauteur  l’apothê- 
■ me  ou  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de 
ce  polygone  fur  un  des  côtez  de  ce  même 
polygone,  qui  ayant  un  nombre  infini  de  cô- 
tez, cette  perpendiculaire  n’eft  point  diffe- 
rente du  rayon  du  cercle  oü  il  eft  infcrit. 
Prenant  donc  le  cercle  pour  un  polygone  fem- 
blàble,  fa  furface  eft  égale  à un  triangle, 
* - . dont 

♦ X.  Il  n. 
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dont  la  bafe  eft  égale  à fa  circonférence,  & 
la  hauteur  eft  égale  à fon  rayon. 

Le  r^on  d*utt  cercle  je  peut  mefurer  facile- 
ment , if  n'en  ejl  pas  de  même  de  fa  circonféren- 
ce qtion  ne  connoit  pas  encore.  C'ejî  ce  qui  em- 
pêche de  trouver  4a  quadrature  cercle , c'ejl- 
à-dire , de  faire  un  quarré  ^al  a la  furface  ren- 
fermée dans  un  cercle  : car  Ji  on  connoiffoit  cette 
circonférence , on  formeroit  facilement  un  trian- 
gle ^al  au*  cercle  , faifant  fa  bafe  égale  à cette 
circonférence  , Çff  fa  perpendiculaire  égale  au 
rayon.  Ce  triangle^  fufvant  ce  qui  fera  enfeigné 
dans  la  fuite  , je  changeroit  facilement  en  un 
quarré  qui  lui  ferait  égal,  ^ par  conféquent  au- 
dit  cerale.  Mais  on  ne  peut  exprimer  la  gran- 
deur de  la  cigconference  d'un  cerclé  qu'en 
deux  lignes,  l'une  plus  grande  £3’  l'autre  plus 
petite  que  cette  circonférence,  qui  ne  different 
entre  elles  que  d'une  grandeur  moindre  que  toute 
grandeur  qu'on  puiffe  marquer^,  ce  que  l'on  dé- 
montre de  cette  maniéré. 

Soit  le  cercle  donné  X ; je  fuppofe  qu'un  polygo- 
ne , que  je  nomme  Z , lui  fait  circonfcrit , ^ , 
qu'un  autre  que  j'appelle  Y lui  fait  infcrit.  La 
grandeur  donnée , qui  ejl  la  Mfference  de  la  fur- 
face  du  cercle  a une  au- 
tre furface,  e/î  T. 

'J'augmente  ou  dimi- 
nue les  cotez  des  polygo- 
nes Z , jufqu'd 

te  que  leur  différence  ^ 
fait  plus  ^tite  que  la 
grandeur  T ; ce  qui  ejl 
facile  : car  en  augmen- 
tant les  cotez  de  run  ^ 

■T autre , on  augmente  la 

F graU’^ 
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grandeur  Y *,  on  diminue  cette  de  ?,ft 
jlinfi  ttun  Çs’  ttautre  approchent  plus  de  la  cir- 
conférence du  cercle,  %a  différence  de  Z avec  Y 
^ plus  grande  que  celle  de  Z avec  le  cercle  X, 
puifque  X e(i  plus  grand  que  Y ; donc  la  diffe- 
rente des  furfaces  de  "Z  ^ ele  Y étant  plus  peti- 
te Ut  grandeur  T , o»  trouve  une  furface  qui 
d^re  de  celle  du  cercle  dune  grandem  plus  psf 
tite  que  celle  qu'on  avait  propofée  : c'eji-à ^ire  , 
que  Ji  on  propofoh  de  trouver  une  furj^e  qui  ne 
différât  de  celle  d'un  cercle  damé  que  de  la  cent- 
wittieme  partie  d'une  ligne  ^ on  en  pourrait  troH* 
ver  tme  qui  differerùt  encore  moins. 


%Jût*.tu  teu*dct  ^ 
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DE 

GEOMETRIE. 

LIVRE  TROISIEME. 

Les  proprietez  qui  conviennent  à toute 
Grandeur , appliquées  aux  Lignes , 
Plans  5 Solicfes  j & démontrées. 


SECTION  PREMIERE. 

Les  quatre  Operations  de  l’ Arithméti- 
que, Addition,  Souftraélion,  Multi- 

Ï>lication,  & Divilion , fur  les  Lignes,  . 
iir  les  Plans,  & Ibr  les  Solides. 

Operation  I. 

A première  &îa  plus  fimi^e  propriété  j 
de  toute  grandeur,&  par  conféquent 
d*une  ligne, d*un  plan,  d’unfolide, 
c’eft  de  pouvoir  être  augmentée , ou 
^(iiqinuee.  Gn  peut  ajouter  une  ligné 
il  une  ligne, les  joignant, ou  les  prolongeant. 
On  peut  de  même  ajouter  un  plan  à un  plan,  en 
les  continuant  ouïes  mettant  côte  à côte  l’un  de 
f autre,  Quand  ou  exprime  des  grandeurs,  Toit 

Fs  li- 
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lignes,  foit  plans,  foit  folides  avec  des  lettres,  îe 
ligne  de  l’Addition  eft  celui-eiH-  ; ainfi4H-^ 
veut  dire  que  les  grandeurs  qu’on  appelle  4 & 
nombres  ou  lignes , ibnt  ajoutées  enfemble. 
Lorfque  la  même  lettre  fe  trouve  repetée  plu- 
fieurs  fois,  on  ne  la  martme  qu’une  feule  fois, 
mais  on  met  devant  un  chiîFre,  qui  fignifie  com- 
bien de  fois  elle  eft  ajoutée  à elle-même , 3 ^ fî- 
gnific  que  b eft  ajouté  trois  fois  à lui-même- 
Pour  ajouterune  grandeur  qui  ale  %ne  -f  àla 
même  qui  a le  ligne  —,  on  les  efface  toutes 
deux; car  plus  & moins  une  même  grandeur, 
ce  n’eft  rien.  Ainfi  -dans  une  Additiqn,  il  faut 
effacer  les  mêmes  grandeurs  qui  ont  des  lignes 
contraires.  Dans  la  Géometne  l’on  marque  or- 
dinairement une  ligne  par  deux  m^ufcules  aux 
deux  cxtrémitez , comme  À B ,ou  par  une  feule 

Î>etite  lettre  qu’on  met  au  milieu,»,  marque  la 

igné  âB:  ^ A a ® 

O P E R A T I O N II. 
Souftraêtion. 


O Le  figne  de  la  Souftraftion  eft  une  petite  bar-  ^ 

retainû «-^marque  que  l’on  conçoit  quede 
K on  a retranché  & que  par  conféquent  a 

étoit  plus  grand  que  . 

La  différence  de  deux  grandeurs,  c eft  1 excès 
de  la  plus  grande  par  deffus  la  plus  petite , ou  la 

f'  >lus  grande  moins  la  plus  petite.  Soient  deux 
ignés /f B & CD;  ayant  pris  E 
fat  AB  la  ligne  AE  égâle^,  A;^^<  : 7:;B 
CD,  leur  différence  eft  £B  ;j  C-r  ^ V 

excès  de  par  delTüs  CD,  oula  plus  grande 
ligne  AB  moins  la  pliis  petite  CD  c’eft-à-dire , 
ce  qui  refte  de  la  plus  grande  après  le  retranche^ 
ment  de  la  plus  petite.  . : . « 


Li^e  III.  SeUton  T.  trf 

Si  Ton  retranche  du  plan  ABC  D^Xe  plan 
BC  EF,  pour  marquer  ce  retranchement  l’on 
écrit  de  même  ABCD—BCEt\  ce  qui  (era 


1 E ( 

i 

L 

P 3 

Après  ce  retranchement , le  refte 
elt  le-  plan  Ai)  EF.  La  règle  gé- 
nérale de  la  Souftraftion  eft  de 
changer  les  Agnes  de  la  candeur 
qu’on  veut  retrancher.  On  fous- 
entend  toujours  lefîgne  H-  devant  la  grandeur  ' 
q»^  n’a  aucun  figne.  Ainfi  pour  ôter  ^ de  ^ 
tféft-à-dire,  — de  il  faut  changer  ce  — h 
en — , & écrire  a—^Fr 

O.  P E R A T r O N III. 

Multiplication. 

Multiplier  une  grandeur  par  une  autre,  c’eft  3: 
prendre  l*une,  (n’importe  par  laquelle  on  com- 
mence, ) autant  de  fois  qti'il  y ad’unitez  dans 
f'autre.  Multiplier  a par  i , c’eft  prendre  a au- 
tant de  fois  que  é a d^unitez  ou  de  parties  ; ce 
qu’on  marque  entmiflant  ainfi'  a. 

ces  deux  lettres , «^ . Il  eft  évi-  • ^ 

dent  que  ce .planeftfaitparle 
mouvement  de  la  ligne  mue 
de  £ à C ; partant  repetée  ou  L 
prife  autant  de  fois  qu’il  y a ^ 
o’unitez  ou  de  parties  fen».  (^uand  on  marque 
un  plan  par  deux  lettres  ainfi, on  fuppofe 
que  a ou  BC  fait  un  angle  droit  avec  ^ ou  AB, 
Nous  avons  démontré  dans  le  Livre  précédent, 
que  la  grandeur  d’un  pl^  ne  dépend  pas  feule- 
ment de  la  longueur  de  (es  côtez , mais  aufli  de 
la  nature  de  l’angle  qufils  font;  qu’un  parallélo- 
gramme reélangle  eft  plus  grand  * que  celui  qui 

F 3 ne 
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ne  l’eft  pas.  K a aiofî  une  mefuredétcrmîûéef^ 
pourquoi  onfuppofe,  comme  je  levions 
de  dire,  que  deux  lignes  qu’on  conçoit  multi- 
pliées l’une  par  l’autre,  font  un  rectangle. 

Quand  on  fe  fert  de  petites  lettres, leur  union 
ert  une  marque  qu’elles  font  multipliées  l’une 
piar l’autre;  mais  il  n’en  ellçasde  même  quand 
on  fe  fert  de  capitales.  Ainli  AB  ne  marque  pas 
<ÿue  A eft  multiplié  par  fî,  mais  que  une 
ligne, dont  & o font  les  extrémitez.  Le  figne 
de  la  multiplication  de  deux  lignes  marquées 
avec  des  capitales  eft  celui-ci  x , qui  eft  une  pe- 
tite croix  de  S.  André,  //A  xBC,  marque  que 
AB  eft  multiplié  par  BC, 

Si  l’on  conçoit  que  le  plan 
ABCD  eft  pris  autant  de  fois, 

• & mis  fur  loi-même,  qu’il  y a 
de  parties  dans  DE , cela  fait 
un  Iblide  ABCD  x DE,  Si  AB 
c:.;,  DE  = C,  le 

produit  ièrzeifc.  Comme  l’on  marque  un  plan 
avec  deux  petites  lettres,  on  marque  le  ioli- 
3ê  avéc^tfois. 

' Opération 

Dîvilion. 

4 ‘ On  nomme  Dividende  la  ^ndcur  qu’on 
propofeàdivifer;  DivifeuryCeliepar  laquelle  on 
divife  ; Quotient , celle  qui  exprime  combien 
4e  fcws  le  ^ifeur  eft  dans  le  Dividende.- 
Pour  marquer  qu’une  grandeur  eft  divifse 

Î>ar  une  autre, on  met  leurs  lettres  l’une  fous 
'autre,  & on  les  fépare  par  une  petite  ligne. 
Pour  divifer  ar  par  ^ , on  met  <*  for  è , de  cette 

maniere-J- , qui  marque  qu’on  conçoit  que  a 

eft  • 


i 
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éft  divifé  par  b.  La  Divifioneftuneefpecede 
SouftraCtion.  Quand  on  ôte  une  grandeur  tou- 
te entière  d’elle-mêine , il  ne  relte  rien;  Ainfi, 
divifer  ..  par  a c’elt  ôter  a de  .?  autant  de  fois 
qu’il  y elt  contenu.  Jl*y  dt  ime  fois  ; ainfi  en. 
mvifant  it  par  . , il  ne  doit  rien  refber  : le  * 
vidende  &le  Divifeur  difparoiffent;  par  confè- 
rent leurs  lettres  qui  font  égatement  dansle 
Divifeur  & dans  le  Dividende  doivent  être  lùp- 
priinées.  Poui-  divifer  cd  par  t , ilfautfupprimep 
f J & laifler  cï,qui  fera  le  quotient  de  .a  divifÔ' 
par  c , c’efoà»dire , que  deÏQx-à  le  figne  du  nombre 
de  fois  que  c elt  dansai.  La  Divifîon  défait  ce 
qu^a  fmt  la  Multiplication,  Quand:  on  multiplie 
c par  <^,on  les  joint  Divifant  donc  pat 

f 5 il  faut  que  * ne  paroifle  plus , & qu’il  ne  refte 

que  d.  S’il  falloir  multiplier  par  ^il  faw- 

droit  effacet  a ; c’eft-à*dire , que  le  produit  de 

^par  a c^cd:  car  c’eft  divifé  par 

& effaçant  on  rétablit  la  divifîon  déf^t, 

& la  nwltiplîcation  refoit. 

Remarquez  que  le  d’une  divifîon 

étant  multiplié  par  le  Divifeur,  il  produit  une 
grandeur  égale  à celle'l^ui  a étédivifée,cequi 
elt  évident:  car  multiplier  le  quotient  par  le- 
Divifeur,  c’eft  le  prendre  autant  de  fois  qu’il 
elt  contenu  dans  la  grandeur  à divifer. 

Les  mêmes  Operations , Addition , SouC. 
traftion,  Multiplication  de  Divifîon, 
lorfque  les  Grandeurs  font  complexes. 

On  dit  qu’une  ^ndeur  elt  complexe,  lorf-  ^ 
qu’elle  eflcompolee  de  deux  ou  de  plufieur? 

F 4 gran- 
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tag*  Ëlémens  de  Géométrie^ 

^andeurs , qui  font  exprimées  chacune  par  use; 
ligne  particulier  : ^ , fontdes  gran- 

deurs complexes.  Plusunegrandeur  , moins  la 
même  grandeur , ce  n’eft  rien,  —t-  3 ~ 3 eft 
égal  à zéro  ; donc  pour  rendre  une  expreüion 
* nette , on  efface  celles  qui fe  trouvent  avec  des 
lignes  contraires..  Ayantpar.exemple.cette  ex- 
prellion^i»— 2^5  on  la  réduit  à ceHe-ci,  3^. 
Gar,  comme,  nous  en  avons  averti,  lorfqu’une 
grandeur  n’a  point  de  ligne  exprimé,  d faut 
lous-entendre  le  ligne— h;  ainfij ^—2^,  c’eft 
comme  s’il  y avoit  — f-5  2 Or  dans  cette 

expreflion  il  y a 2 ^ avec  des  lignes  contraires 
je  l’efface  donc,  & j’écris  -+  3^,  ou  Ample- 
ment, 3^. 

Addition  des  Grandeurs  complexes. 

^ Les  grandeurs  complexes  s’ajoutent  comme- 

les  limples . Pour  ajouter  avec  /-+•  h , , 

il  faut  les  joindre  par  leligne  —h  ainfi  \b—^c. 
— b.  Il  faut  toujours  effacer  les  lettres. qui 
fe  trouvent  avec  des  fignes  contraires;  ainfi 
■ ajoutant  avec^—  d,  on  écrit  feulement. 
b — 1“  ' 

Lorfque  les  mémés  lettres  fe  trouvent  répé- 
tées plufieursfois,onrfen  met  qu’une.avec  le. 
chiffre  devant,,  qui  fait  connoitre  combien  de 
fois  elle  eft.prile;  comme  ici  pour  ajouter  4/ 
'M-  6g  ayec  on  écrit:  7/H-2jç.  Si 

l’on  avoit  marqué  cette  operation  au  long,  on 
auroit  écrit  ; 4/-f  6g  —H 3/ — 4^.  Or  4/H- 3/ 

Pour  ajouter  de  part  oc  d autre  da  fiene.de 
l’égalité  une  même  grandeur , là  oh  elle  le  trou- 
veavec  le  figne —,  ilfautl’effacer , & la  mettre 
de  l’autre  côté  avec  le  figne  —h.  Soit  cette  éga- 
lité^ 


Livre  lit,  SeSHôn  L iip 

lîté  4=^  — pour  ajouter  d de  part  & d’au- 
tre,  j’écris  a -+  d=zb.~  L’operation Tout  au 
long  i croit  : 4 ^ — t-  V.  Mais  — d 

—h  = O. 

Sduftradion  des  Grandeurs  complexes. 

La  règle  générale  de  cette  operation,  eft  la  7 
même  que  pour  les  grandeurs  Amples  : il  faut 
changer  les  figpes  delà  grandeur  à retrancher. 
On  doit  toujours  fous-entendre  le  fîgne  H- de- 
vant toute  grandeur  qui  n’a  aucun  ugne.  Par-- 
tant  pour  ôter  d o\\—^  b-V  dàt  c -f/y 
il fai^  écrire  c -+f  ^b^  à.  Car  i®,  il  faut, 
joindre  b avec  «•  — H/ par—,  fîgne  de  la  SouP 
traftion.  2®.  Cen’eftpas  feulement-4-i’qu’oi» 
veut  retrancher,  mais  encore  H-  il  le  faut 
donc  écrire  ainfi—irf.  Au  contraire , pour  ôter 
^ — J de  —h/ , il  faudrait  changer  les  Agnes  de 
— I-  ^ > mettant  c H-/ — b Car  quand 
onfouftrait  i»— de — H/,  on  ne  veut  pas  ôter - 
entièrement  la  grandeur  il  s’en  faut  la  gran- 
deur d,  Ainfî  ayant  mis  c -\-  f~^b^  on  retran- 
che de  c —f/  plus  qu’il  ne  faut  retrancher  ^ fa- 
voir  la  grandeur  d\  c’eft  pourquoi  on  .l’ajoute 
à c —P/  en  cette  maniéré , c -f /—  b H-  à. 

Remarquez  bien  que  dans  cette  expreflion  • 
f ce  n’eft  pas  de  b que  a eft  re-- 

tïanché;  mais  b ^d  font  retranchez  de  r — f/1 

Quand  on  a à fouftraire'  de  part  & d’autre 
du  fîgne  de  l’égalité  une  même  grandeur,  «il 
n’y  a qu’à  l’effacer  oh  elle  fe  trouve  avec  le 
fi^e  -+ , & la  mettre  de  l’autre  côté  avec  le 
fîgne  — . Soit  4 = 0 —h  4*;  pour  ôter  d départ  - 
&4’autre,  j’écris:  a-^d=:b. 


Eîémens  de  Géométrie. 


Multiplication  des  Grandems  ^ 
complexes. 

1 Les  queftions  fur  la  multiplication  des  Gran- 

deurs complexes  , fe  réduifent  à ces  trois. 
1®.  Multiplier  une  ligne,  plus  une  autre  ligne, 
par  une  ligne,  plus  une  autre  ligne:  gomme 
b par f-i-g.  2®.  Multiplier  une  ligne 
moins  une  autre  ligne,  par  une  ligne,  plus 
une  autre  ligne  ; comme  a — b par/ 7-î- jf* 
30.  Multiplier  une  ligne  moins  une  autre  li- 
gne, par  une  ligne  moins  une  autre  ligne.. 

Règles  pour  ces  trois  cas. 

Réglé  I. 


' Lorffue  les  deux  grandeurs  données  àitremul- 
f tpUées  P une  par  r antre , ont  chacune  lefigne~-\-^. 
les&  produit  doit  avoir  le  même  figne  — |-. 

Pour  multiplier  a bpüTf  -^  il  ftiut 
commencer  l’operation  par  multiplier  a çar^ 
écrivant  ce  qui  eftle  figne  du  produit  de 
â par/;  Faifant  de  même  autant  de  multiplica- 
tions partiales  qu'il  y a ici  de  lettres,  on  aura 
^ asT’-hbg.  pour  produit  de  « -f-  é 

par  /-i-  f.  Pour' rendre  la  chofe  fenüble,  foit 
i •_+  b =:ÂC.  Soit  a = /#  R & c*  3) 
b=iBC.  Soit  auflif-+-?=:'^^?i  & # I 
/-  jefüppofeque 

ACEG  eft  un  rectangle  coupé  par 
des  parallèles , qiii  font  les  Iparal-  « 
lélogi^mmes , ABIH,  FGIH^  A xi  vr 
BCOI,  DEFI,  auxquels  parallé- 
logrammes ell  égale  leur  lômme  AC  EG.  Le 
tout  eft  égal  à fes  parties.  Or  ces  quatre  pro- 
duits afH-  bfH-ag-j-  b g font  égaux  à ces 

qua- 


¥ 
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r quatre  parallélogrammes , comme  il  cft  évi- 
dent: ils  font  donc  égaux  à AC  y.  AG  \ c’eft- 
à.'dire,  au  parallelogramraede  AC  AGy 

ou  de  « H-  ^ par  /—t-./. 

R E G L E II. 


Plus  en  moins  ^ ou  moins  en  plus^  donne  un 
produit , qui  doit  avoir  le  figne  — . 

C’eU-à-dire,  que  fi  l’une  des  deux  grandeurs 
a le  figne  —,  & l’autre  le  figne  —h , leur  pro- 
duit doit  avoir  le  figne  — . Suivant  cette  Rè- 
gle pour  multiplier . « H-  ^ par  / — ^ , je 
multiplie  i° , a~\-b  par/,  ce  qui  fait  «f— h 
mais  comme  ce  n’étoit  pas  par  toute  la  valeur 
de/  qu’il  falloit  multiplier  ^-4-^,  qu’il  s’en fal- 
loit  la  valeur  de^,  ce  produit  trop 

grand  de  la  valeur  de^,  multipliant  a-\-  b„ 
■ c’eft-à-dire , de  «ç  H-  bg.  J’ôte  donc  ce  que  j’a- 
vois  mis  de  trop,  & l’expreflion  lèra  af—^bf 

— ag—'bg. 

%6\t  a-=.ABemHI.  b^BC ry  r, 

ou/£).  g:=iHGo\iIF,àif=AG,y ^ ^ 

Atnfi  ^ H- , &f- jf 
donc  i»/=  AB  y AG,  ^ bf=iBCE> 
y B F.  Il  faut  démontrer  que  af 
’-^bf  ag  — bgz=ACDH,  ou 
que  ACüH  = ACEG  — FGHI 
— DEFI  -,  ce  qui  eft  évident. 


A H^G- 


Réglé  III. 


Moins  en  moins  donnne  plus. 

* Multipliant  ces  deux  grandeurs  complexes 
Tune  par  l’autre,  <1— leur  produit 
eft  ai  — bf—  ag-\-gb,  oîi  VOUS  voycz  qu’on 
marque  le  produit  de  par  avec  le  figne 
H-- 11  faut  prouver  que  cela  eft  bon. 

F 6 Soir 
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1^2  Elémtns  de  Géométrie, 

Soit  & ^caflC.  Cr 

Ainûd— Soit  auC-  , 
fi  /•=  AG},  &r = //G  ; ainfi  / 

^ Tour  démon- 

trer  ce  qui  eft  en  queflioh , \|A 
confiderez  que  A B IH  eft . ^ 
égal  à ACEG,  ou  4/,  fi 

1»^-.  T-\  I 


»-&“*  “ -•■«-'—.WJ  «^v*  MJ  J H . 

l’on  en  retranche  i°,DEGH,  o\x  ^,&BCEF 
ou  èf,  pourvu  qu’ôm  lui  rajoute  Z>JBf  /j  ou 
kg , qu’on  ,lui  ôte  de  trop  ; car  en  ôtsmtDEGH; 
6l  B CEF,  on  ôte  deux  fois  D E FF,  on  l^g.. 
Ainfi  af—  bj~-  a g H-  eft  le  produit  de  4 — ^ 

par  /— /.  Moins  en  moins  donne  donc  plus , 
o’eft*  à-dire  J qu’àla  fin  du  produit  lefigne  -1-  fc 
doit  trouver, parce  qu’ayant  trop  ôté,  il  faut 
remettre  ce  qu’on  ôtoit  de-trop.! 

Divifion  des  Grandeurs  complexes'. 


9 La  règle  générale  de  la  Divifibn , foit  des. 
Grandeurs  complexes,  foit  des  Grandeurs  in- 
complexes, eft  demettre  le  dividende  au-ddliis. 
d’une  ligne  le  divifeur  deflbus..  Ainfi  pour 

divifer  « jp  -+*  f W par  jr  </-+ 1 h -,  fécris 

On  a- vu  que  dans  lés  incomplexes  il  faut  effe- 
cer  les  mêmes  lettres  qui  fe  trouvent  deflusdc* 
déflbusviil  le  faut  faire  aufli  dans  les  comple- 
xes , lorfqu’elles  fe  trouvent  dans  chaque  partie  • 
du  dividende  & du  divifeur.  Gétteexpreflion 

donc  réduire  à Celle-ci  pliis^ 

fimple,  qui  eft 'd’égalè  valeur. 

Gomme  la  divifion  défait  ce  que  la  multipli- 
cation a fait,  les  trois  règles  qu’on  vient  de- 
: don--- 
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donner  de  la  multiplfcadon  font  connoitreen 
voyant  les  fignes  d’un  quotient,  quels  lignes 
peuvent  avoir  le  dividende  & le  divifeur  i°  ü 
tous  deux  ont  le  ligne  -f-  ; 20 , fî  pun  a _+ 
l’autre—;,  3“vfi  tous  deux  ont  le  ligne  — . 
Avertissement. 

En  voilà  ^ez  pour  entendre  la  fuite  de  ces 
EUmens  de  Géométrie  ; mais  pour  pratiquer  avec 
plus  de  facilité  cette  maniéré  d^ Arithmétique  par 
litres , quij appelle  Algèbre , il  faut  lire  Us  • 
jLlémens  des.  Mathématiques i 


S E c T ION  ir.- 

De  la  PuilTance  des  Lignes. 

"P*  N multipliant  une  grandeur , on  l’ëleve-' 
^ comme  par  degrez , félon  qu’on  la  multi- 
plie. ün  nomme  Puilîances , ces  degrez. 

' D E F I N ».  T l O N I. 

Fremiere  puijfançe  fUne  ligne,  , éefi  là  ligne  10 
me  fans  etre  multipliée,  * 

Définition  IL 

àeeonde  putfance  y ou  quarré  d'une  ligne  ^ Fed  , , 
fSn  produit,  étant  multipliée.par.elïe-mime. 

La.  fécondé  puiflànce  de  b.  ell  hb , ou  b*.  Cé 
nombre  2,  marque.les  deux  dimenfions  de^^. 
Kemarquez  qu’il  y a bien  de  la  différence  entre 

b &.  2b;  car  cette  leconde  exprelîion , 2^,‘mar- 
^e  que  b a été  ajouté,  à luirmême  ; au-lieu  que 
b , tait  connoitre.que  c’eft  un  quarré , ou  que  b 
ell  multiplié  par  luinnéme.  Or  cela  ell  bien  dift 
terent;  car  par  exemple,  sc&s.ou  najou-- 
alui-meme,nefaitquc6;au-lieuque  3 fois  3, 
cai3  multiplié  par  lui-même,  fait  9... 

■ ♦ F 7 , Lorl^' 
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ij4  EUmens  de  Géométrie* 

Loriîju’on  marque  une  ligne  avec  deux  let- 
très  capi  tales  à fes  extrémitez  3 fon  pro- 
‘ duit , ou  fa  fecoi^  puilTance , qui  n 

eft  le  quarré  ABCü  ^ fe  marque 
avec  ces  quatre  lettresjOu  par  deux 
feulement,  qui  font  aux  extrémi- 
X^z  de  la  diagonale,  comme  font  ici^^ 

écrivant  AC.  Ou  enjoint  lamême  li- 
me AB  avec  elle-même  par  une  petite  croix  de 
rnint  André,  qui  efUe  fîgne  de  la  multiplication, 
ainfi,  AB  x AB.  Ou  enfin  on  tire  une  ligne  fur 
AB , & on  y ajoute  le  figne  de  la  fécondé  puif- 

— -s  *— #» 

fance , de  cette  maniéré , AB . Ainli  MN  eft  un 
quarré  dont  MN eft. le  côté,  ou  qui  eft  faite 
de  MN  multiplié  par  MN. 

Avertissement. 

Ettcïide , ^ les  anciens  Géomètres  prenaient  It 
quarré  pour  la  première  pui/Jance , qui  dans  le 
tangage  des  nouveaux  Géomètres  ejl  la  fécondé. 
Une  grandeur  réelle  avant  que  d'être  multipliée 
par  elle-même , ou  par  une  autre , a une  valeur^ 
OH  une  puWmce. 

Définition  III. 

12  On  appélle  racine  dune  puiffanccy  la  ligne  de 
la  multiplication  de  laquelle  s*efl  fait  cette  puif- 
fonce. 

La  racine  quarrée  de  oude^*,  eft  une  li- 

gne égale  kb, c’eft-à-dire,au  côté  d’un  quarré 
égal  kbh. 

‘Avertissement. 

Lorfqui  la  racine  d'une  paijfance  ne  fe  feui 
exprimer  par  un  nombre  , ce  qut  arrive  en  cer- 
taines occafions , comme  on  le  démontrera.,  on  met 
•'  'devant  elle  ce  Jigne  V avec  la  marque  de  la  puif- 
fance  ; atnji,  yz^Ji  c* eji  une  racine  quatrée  ; 1/3., 
f c'ejl  une  racine.j:ube. 

^ DE' 
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De  finition  IV. 

Le  CHhe , on  U troifiente  pniffance  dune  Ugne^ 
€*eji  le  produit  quelle  fait , lorfqn*eUe  mnîttpUe 
fon  quarré.  > 

Lequarré  de  /^eft^^.  Si  l’on  multiplie 
^,ce  qui  fait  éiù,  ce  folide  ou  cubeeftlatroi- 
fieme  puifl&nce  de  la  ligne  k Ce  cube  él>è  fe 
peut  exprimer  ainfi  Ce  nombre  3 , en  mar- 

que les  trois  dimenfions.  eft  different  de  3^; 
car3^5C’eft  ^ prispartroisfoisj  (Sc/^  eft  mul- 
tiplié une  première  fois  par  lui-même,. ce  qui 
produit  fbn  quarré  iè  ou  & en  fécond  lieu,  ce 

quarré  eft  multiplié  par  ^ , ce  qui  fait  léif , oui*  - 


Prenant  3'fois  ce  nombre  de 4,cela  fait  rz.Maiy 
prenant  le  quarré  de  4 , qui  eft  i<5,  & le  multi- 
pliant par  fa  racine,  qui  eft  4 , cela  fait  04. 

Lorfqu’une  ligne  comme  A B marquée 
par  deux  lettres  capitales  àfesextrémitez,  on 
peut  exprimer  ainfi  fa  troifieme  çuilTance  ou 
Ton  cube  : AB  x AB  x AB , ce  qui  feit  connoitre 
qu’on  a multiplié  i®,  AB  par  AB , ce  qui  fait  le 
quarré  de  -4^; 2°,  qu’on  a multiplié  ce  quarré 
de  AB  par  AB , racine  de  ce  quarré.  On  a abré- 
gé cette  exprelfion  en  mettant  fur  A "i  une  ligne 
avec  le  petit  chifire,  qui  marque  le  nombre  de 


13 


fes  dimenfions  ; AB  eft  le  cube  de  AB. 

Définition  W 
T^onte  grandeur  faite  du.  produit  de  deux  au-  14 
très.,  s'appelle  Plane, 

Ainfi  bd  eft  une  grandeur  plane , ou  un  plan , 
dont  une  de  ces  lettres  marque  la  largeur,&  l’au- 
tre la  longueur,  c’eft-à-dire , fes  deux  dimen- 
fions ; AB  kBC  eft  une  grandeur  plane,  ou  un 
plan. 

, ' De- 
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Elémens  de  Géometrif, 
Définit  i o n VI. 

15  ' ^oute  grandtur  faite  cUt  produit  de  trois  au*  • 
tr-es , s* appelle  Solide- 

Ainfi  ifcd  eft  un  fofidc , dont  ces  trois  lettres- 
marquent  les  trois  dimenfîbns.  Le.  produit  de 
deux  de  ces  lettresenmarqutleplanoulafur- 
face,  & la  troifieme  marque  la  hauteur,  ou  l’é- 
paiffeur  par  laquelle  le  plan  a été  multiplié. 

Avertissement.  \ 


Par  quelque  ordre  que  ï* on  multiplie  deux gr an-' 
ieurs  ^ le  produit  eji  toujours  <l^el.  abÇîf'  h^font 
le  même  plan.  Il  en  eft  de  meme  de  trois  ou  de- 
^ufieurs  lignes:  abo,  bca,  cab,  par  quelque 
àrére.  qu*on  les<-  multiplie , le  produit  eft  le  meme,. 
Dans  Euclide  .,  ee  mot  TCÙSin^e  J^nfte  un  plan- 
dotu^- les  angles  font  droits.  Nous  fuppofons  que  les 
plans  Çÿ  les  folides  dont  nous  allons  parler  y font 
tous  reâiangles.  ^ 

Remarquez  aujf .,  que  comme  il  eft  un  ires 
grand  avantage  £ accoutumer  promptement  fon 
ejprit  à ces  Jortes  de  calculs^  pour  la  formation 
dus  quarrez  ^ des  reB angles.^  on  fapprimera  ex* 
près  les  figures  dont  Euclide'^  fes  Interprètes  fe 
fervent  ordinairement  pour  les  démonftrations  de 
plufieurs  des  premières  Proportions  fmvantes  ; Çÿ 
il  eft  à propos  de  faire  oBuellement  ces  calculs  la- 
plume  en  main. 

P R o P o s i- T'i  o N L 
Si  de  det^  lignes  droites , rune  eft  coup  de  en  tant 
de  parties  ^ son  isoudra%  les  rectangles  compris 
de  la  non-coupée , ^ de  èhacune  deS  parties  de  la 
coupée , font  égaux  au  reBangle  des  deux  toutes.^ 
Eucl.  II.  Frop.  I. 

Soient  dElkdlil  deux  lignes  droites.  ^E  eft. 
coupée  en fes  parties  /îC^CD  DE.  La  ligne 
À B n’eft  point  coupée  ; siL  fôut  prouver  que 
le.  reétangle  des  toutes  ÀB  & oiE  eft  égal- 

aux. 
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aux  reftangles  laits  de  la  toute 
' AB i & de  chacune  des  parties" 
ét  A El  c’eft-à-dire,  que  AB 
xAE=zABxAC-{-ABxCD 
A B X E, 

Les  parties  étant  égales  à leur 

jt  /T  • A « /*  ^ 


FJ7 


ŒD 

A C » E 

tout,  AÈ  eft  la  même  chofe-qué* 

‘-^  DE.  Par  conféquent  c’eft  la  même  choie 
de  multMier  AB  ^2lTj1E  ou  parafe— h CZ> 
'•^DE.  Donc  AB'X  AE  — ABx  AC—^AB  x Ciy 
AB  X ü E : ce  qu’il  falloit  démontrer- 
P R O P O,  s I T I O N II. 

Si  une  li^fte  droite  eji  coupée  comme  P ojf  vou- 
dra ^ les  reâangles  compris  de  la  tosete\  de- 
chacune  de  fes  parties , font  égaux  au  qstarré  de 
ta  toute.  Eucl.  II.  Prop-  2,. 

Soit  la  ligne  y/B' coupée  en  deux  parties  au^ 
pointe.  Soit/^B=Æ  &yfC±=^,  &BC  = </. 
Le  tout  étant  égal  à fes  parties  «.=:  é -+ 

Donc  multiplier  a par 

& multiôlier  a par  A C B 

c’eft  faire  la  même  chofe;  &par  con- 
fequent  aa = nb  — f-  ad.  C’e(l-à-dire  que  lé  quar- 
ré  dela  toute yf B ou eft  égal  aux  reélangîes 
ftits  de  la  toute  /fB,  & de  fes  parties  /fC& 
CB  ; ce  qu’il  fâllôit  prouver. 

R ^ POSITION  IIL 
St  OH  dtvtfe  une  ligne  comme  on  voudra  en  deux 
parttep.^  le  reéta^le  de  la  toute  £5^  de  l*une  de 
Parties  ^ ejl  é^l  au  reééangle-  des  deux  parties 

^ la  partie  premièrement  prife.^ 
iiucl.  IL.  Prop.,3^  même  figure. 

, Soit  la  ligne  /^B  divifée  en  deux  parties , tel- 
les qu  on  voudra  au  point  C,  il  faut  démontrer 

que  ABxACzzACx  BCH-^V 

^^.*,11,. 


18" 


19^ 


Soifr- 


f'oogle 


i^B  Eîêmens  de  Géométrie 4 

Soit /I B =:  <a , & BC  = ï/.  Ailîli 

comme  A C — f-  C B = /^  B , de  même  <*  = ^ 
H-  d.  Multipliant  donc  a ^ b -\-  d par  le  mê- 
me multiplicateur^,  les  produits  feront  égaux. 

^ — h bb.  Or  Ab  y eft  le  reftangle  ûq  AB 
par  C , & — I-  eft  le  reâ:angie  fait  des 

parties  b plus  le  quarré  de  la  partie  ^pre- 
• - mieremenc  prite;  ce  qu’il  failoit  démontrer. 

P R O P O s I ,T  I Ô N IV, 

20  Si  on  divife  une  ligne  comme  en  •voudra  en 
deux  parties , je  dis  (pte  le  quarré  de  toute  la  li~ 
gne  ejt  égal  au  quarré  de  chaque  partie  à deux 
fois  le  reélaagle  fait  d*une  partie  par  l'autre, 
Eucl.  n.  Prop.  4, 

Soit  la  ligne  AB  àivWhe  en  deux  parties 

— j-a  i — » 

point  D,  Il  faut  prouver  que  AB  =;  A0 
a 4D  X DB  -+  DB  . 

A B 

Soit  A D 'tszb , ^ DB  i=id.  Donc  A B 
d.  Or  le  quarré  de  b-^  d^  c’eft  b*  — f 2bd 

-f  d^\  Mais  7d  =:  M & DB  t=:dd,  ^%AÙ 

— » 

X DB  rs  ^hà.  Donc  AB  •s.bb—^-  2 bd-^  dd\ 
ce  qu*il  failoit  prouver. 

PiE^oposiTioN  y. 

21  Si  Pon  divfe  une  ligne  en  ^ux  parties  /gt^ 
tes  y ^ en  deux  parties^  in^alery  le  reétanglefah 
des  parties  inégales  yplus  le  quarré  de  la  partie  du 
milieu  ^ont  égmx  au  quarré  de  la  moitté  de  la 
ligne.  Eucl.  Û.  Prop.  5. 

La  ligne  B eft  divifée  également  en  C , 
& inégalement  en  D.  Je  dis  que  AD  x.D  B 

^^D:=ÂC,  Soit 

^ 1% 
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Soit  AC  ou  CB’— — — r 

t=i  a & C L Ç:  D B ' 

Donc  DB  =:a — è &.  A D ^ a ù.  Or  le 
reftangle  de/*— h^par4— ^eft<ï4— i- 
— ^ é *.  Mais  —h  a b —4^  = 0;  donc  ce  rec- 
tangle eft  aa—bb.  Par  conféquent  AD  xDB 
zz  a a — b bi  Donc  ajoutant  de  part  & d’au- 
tre ^ ^ ou  CD  égal  kbby  cela  fera  AD  x DB 

— X 

—{•CLi  =:  44  ; ce  ^’il  faut  prouver. 

Pour  ajouter  b b à 44  — il  ne  faut  que 
fupprimer  — ; car  il  eft  évident  que  aa—bb 

—^bb  zz  a a.  Ainli  qu’il  a été  expliqué  f. 

Proposition  VI. 

Si  «ne  ligne  droite  ejb  coitpée  par  la  moitié  ^ 22 
^ qu'on  lui  ajoute  directement  une  <mtre  ligne 
droite^  le  reCtangle  compris  de  la  toute  Çjf  de 
P ajoutée , comme  d'une  feule  ligne  ^ de  Pajou- 
iée , avec  le  quarré  de  la  moitié  de  la  toute , font 
égaux  au-  quarré  de  la  witié  de  la  toute  de 
P (Routée  comme  ^une  feule  ligne.  Euel.II.  Prop.d. 

La  ligne  eft  coupée  par  la  moitié  au 
point  C.  Oh  lui  a ajouté  direélremefrt  la  ligne 
droite  B D.  Il  faut  déhiontrer  que  A D nÈD 

A C B D 

Soit  AC  o\x  c B ZZ  k Donc  AB  az2b,Sc 

■»— X —a 

BC  ou  AC  zz  bb.  Soit  BD  zz  d.  Donc  CD 
= b H-  d,  ^ 2b  d zz  AD.  Partant  /f  D 

X BD  zz2hd  dd\  & AD  X ÈÙ  -\-BC  zz 
2bd-\-  dd-^bb.  Or'  le  quarté  de  CD  ou  de 
♦ • '.b 
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i — \-dt^hh — \r^hd~^  dd~^\  Âioû  i^DxSZJ’ 

— a — i;  ...  r 

~+BC  =:  CD  ; ce  qu’il  falloit  prouver,  fa- 
voîr , que  le  reélangle  de  dD  x BD,  plus  le  * 

Suarréde  /IC  ouBC,.étoient  égaux  au  quarré 
G CD. 

Proposition  VU. 

23  Si  OH  cottpe  une  ligne  comme  on  Voudra,  le 
quarré  de  la  toute  celui  de  Vune  des  parties 
font  égaux  au  quarré  de  Induire  partie  ^ d deux- 
retSangles  faits  de  la  toute  y ^ de  la  partie  pre^ 
mierement  prife.  ËUCl.  II.  Prop.  7. 

La  ligue  JîB  a été  coupée , comme  on  a vou- 

— i 

lu,  au  point  C.  Il  faut  démontrer  que  AB-  —h 

BC:=xABxBC-^'aC. 

Soit  AC  = h.  Donc 1. 

, é-* - ‘ B G A 

AC  :=:hb.  Soit  BC  ^A\ 

— ^ ‘ . 

'donc  BC  =;  dd.  ''  De  même  puifqua .^J5 

— Z? 

dy  donc  f AB  =s  bb  -1-  tibd  — l”  dd  & 
ABxBC=^bd~¥dd.  Doublant  ces  deux  gran- 
deurs 2ABx  BC^  bd  -{-2dd,  & leur  ajou- 
— » — a 

tant  AC  ou  b b,  viendra  2 AB  x BC  -f  AC 
ss2bd^2dd-^  b b,  St  conféquemmènt  égal; 

à AB-^-BC  I ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Proposition  VIII. 

Si  une  Aigne  droite  ejl  coupée  en  deux  parties 
comme  Pon  voudra , Quatre  fois  le  reâangle  a>m^ 
pris  de  la  toute,  dé  Vune  de  fes  parties ysrvec 

^ Cup.n,  %%  -\  Jkf.9,%, 
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U /{Marré  de  P autre  partie , Jout  égaux  au  quarré 
de  la  toute  Çÿ  de  ia  partie  premièrement  prife 
somme  dPune  feule  ligne.  Euclid.  IL  PropOUt.  8. 
Même  figure^ 

La  ligne a été  coupée,  comme  on  a vou- 
lu, en  deux  parties  au  point  C.  Il  faut  démon- 

—4 

trer  que  4 x SC  -f  efl  égal  au  quarré 
d’une  ligne  égale  k AB— t BC. 

Soit  A C z=.  b ^ & BCs=<^.  Donc  AB  ::zù 
*-H“  & A B — [-  B C 'zz.  b — j-  d — f-  df  ou 

é -+  2 , dont  le  quarré  Q,^bb-{- /^bd-\-\dd*^ 
qui  fera  égal  à celui  de  la  ligne  AB -+BC.  Or 
A B X BC  zz  bd-^dd y puifque  B vient 
d’étrepofé  =,^  — & CBzsd:  àonc^  AB 

X BC =4^4/ -j- 4 ajoutant  d’une  part  AC  ^ 


\ B C A . 

& de  l’autre  fon  égal  hh,  on  aura  AC  —H  4 AB 
V.BC  zzbb  \bd-\- û^ddi  qui  eft  la  même 
valeur  qu’on  vient  de  trouver  pour  le  quarré  de 
la  ligne  ^ -f  2 B — h B C ; ainfi  le  quarré 

de  AC  -\-^AB  X BC  font  égaux  au  quarré  de 
la  ligne  AB  BC  ; ce  qu’il  lâlloit  prouver... 

Proposition  IX. 

Si  une  ligne  droite  ejî  coupée  en  deux  parties 
égales.,^  en  deux  inézMes  ; les  quarrez  des  deux 
parties  inégales  font  le  double  du  quarré  de  la  moi^ 
tié  de  la  toute  ^ du  quarté  de  la  partie  du  milieu, 
Eucl.  IL  Prop.  9. 

La  ligne  y#  B eft  coupée  en  deux  parties 
égales  en  C , & en  4eux  inégales  en  P.  U ' 
' ' faut 
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- faut  prouver  que  AD  -+  eft  double  de 


— ».  — , 

/fc’  — H Ciy  , 

Soit  AC  o\i  C B iz:  h.  -~ 
Soit  CCszei.  Donc  A O E 


JC  D B 


ssè  d,  St  DB  ss  b - 4.  Ainfi  AD  =;  bb 

■— t”  2b  d — t"  dd  * 5 -dt  DB  £3  b b — * 2b  d — h dd  î 

& A Û ~4*  LJB  £3  b b •»~4'  2b  d ”4*  2dd  ““  2 b d. 
Et  puifque 2b  d --2  bd  ne,  font  rien , donc 

-r-,»  . . — » 

AD  -^.DB  •^^bb—Jr2dd\  ce  qui  eft  ledou- 

ble  de  AC  CD  x ce  qu’il  falloin^ï’ouvcr. 
Proposition  K. 

26  itf^ae  droite  ejl  coup/e  en  deux  parties 

^zales , ^ (fu^on  lui  ajoute  dtreBement  une  autre 
Ugne  droite , 'ie  (juarré  de  la  tome  ^ de  l'ajoutée 
çomme  d'une  feule  ligne , avec  le  quarré  m l'a- 
joutée ^ fnt -doubles  du  quarré  de  la  moitié  de 
la  toute  ^ dit  quarré  de  ladite  moitié  ^ de 
i' ajoutée,  comme  d'une  feule  ligne.  Euclid.  IL 
Prop.  10. 

Xia  ligne  AB  eft  coupde  par  la  moitié  au  point 
C;  Ôc.on  lui  a ajouté  la  ligne  BD*  11  faut  dé^ 
montrer  que  le  quarré  de  dB  -4-  up , plus  ce- 
lui de  BZ>  ibnt  ie  double  de  celui  de BC  & de 


‘ ' ÇA;  .,c*cft-à-dire,  que  -^A  eft  égal  à 

l-BÇ-JriCD,. 

SokAC  — — — 

nnoCzzb.  A C 'B  ■ D 

•—A- 

Ponc  BC  Tübb , St  AB  SS  2 bs  doûc  Al^ 


Digilized  by  Coogic 


Livre  111.  Se6îîon  //. 

tr  4.^^.  Soit  b D donc  /f  Z>=  2 ^ -f- 
— :> 

& AD  =;  /^bd—^/^bd—^rld.  Donc  Icquarré 
AB  B Ü ^ avec  le  quarré  de  Ô eft 
égal  ke^bb  -+4bd  -h  2 Or  le  quarré  de  dC 

ou  b.b  avec  celui  de  fî  C — h ty , ou  1-</, 

eft  2^^— 1- 2^</— i-i^<^,moitié  de4^^-f4^<^ 
ce  qu’il  falloit  prouver, 

P R O P O S T.VÏ  O N XI. 


‘Dans  tout  triangle  ambligone  ^ le  quarré  du  cô- 
té qui  efi  la  bafe  de  l'angle  obtus  ^ ejl  égal  aux 
quarrez 'faits  fur  les  deux  amres  cotez  \pTus  deux 
fois  le  reéi  mgle  du  côté  fur  lequel  tombe  la  per- 
pendicultüre  ( hauteur  du  triangle  ) ^ du  prolon- 
g^mevt  de  ce  côté  jufqu'à  çette  perpendiculaire., 
Eucl.  IL  Prop.  12. 

Je  fuppofe  que  letriande  ^BC  eftambligo- 
ne,  que  l’angle  A C B ea  obtus;  & que  AD 
hauteur  du  triangle  ABC  tombe  perpendicu- 
lairement fur  le  côté  B C prolongé.  Ce  qui 
étant,  il  faut  démontrer  que  le  quarré  de  AB^ 
bafe  de  l’angle  obtus  dCB  ,eü  égal  aux  quarrez 
des  deux  autres  côtez  AC  ë(. 

B C , plus  deux  fois  le  rec- 
tangle fait  du  côté  B C & de 
fon  prolongement,  compris 
entre  l’angle  obtus  C & la  - 
perpendiculaire  AD  ; ce  qui 

— 2 — t — » 

s’exprime  ainû  : AB  = BC  -f  AC  -+•  2 BC 
X CD, 

**“»  — » 

L’angle  AD  B étant  adroit  * AB  BD . 

.J— .» 

^ AD . Et  par -la  mémo  jcaifqji  AÇk;  CD 
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— •»  — <x  —1 

AD  . Mais  BZ)  = BC -h  2BC  X CZ> 

— i 

H-CZ)  *.  Subftituant  donc  cette  grandeur  en 

—*a  ““1  —a 

la  place  de  BD  ; & en  la  place  deyfD  — i-  CD 

— Z —a 

la  grandeur  égale  AC , on  aura  AB  = BC 

^ yfC  — 4-  2 BC  X Ci?  ; ce  qu’il  falloir  prouver. 
Proposition  XII. 

8 Dam  tout  triangle  oxygane  ou  aeutangle  , le 
, quarré  dun  de  fes  cotez  eft  égal  aux  auarrez  des 
deux  autres  cotez  moins  deux  fois  le  reâangle 
fait  dun  defdits  autres  cotez  ) dune  de  fes  par  ■ 

ties  comprije  entre  la  perpendiculaire  qui  la  cou^ 
fe , ü?  l'angle  oppofé  au  coté  premièrement  pris. 
Eucl.  IL  Prop.  13. 

Je  fuppofe  que  le  triangle  ABD  eft  oxygone, 
que  yfC’-eft  une  perpendiculaire  qui  toiribe  fur 
le  côté  BD  ; il  faut  démontrer  que  le  quarré 
de  AB  eft  égal  aux  quarrez  des  deux  autres 
côtez  AD  y & BD  moins  deux  fois  le  reétan- 
gle  fait  du  côté  entierBD,&defapartie  DG 
comprife  entre  la  perpendiculaire  AC  & l’an- 
gle D oppofé  au  coté  AB  premièrement  pris; 

il  faut-ainfi  démontrer  AB  = AD  — f BD 
-VzBD  x'DC. 

1/angle  ACD  étant  droit  AD 

TpAC,-¥^DCf.  Otant  DC  de 

f I ‘ ■ — i-a  --—a 

pwt  ôcÆautre,  vient  AD  --  DC 

SyiC  . Cette  foüftraétion  fe  fait 

com- 
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— * 

romme  on  l’a  enfeigné,  effaçant  DC  ^ oii  il 
étoit  avec  lefigne  H-,  & l’écrivant  de  l’autre 
côte  avec  le  Ogne  — . 

Puifque  /^CJ5  efl; droit; donc  * yfC  H-  BC 

t=  AB  . Or  BC  = BD  — DC  : Le  quarré  de 

BD--DCe{lBD^2BDxDC--i-Dc\  Ainfî 

BC  =3  BD  — • iBD  X DC  — DC  . Mettant 

donc  à la  place  de  AC  & BC  les  grandeurs  qui 

I —s  -—2  Z 

. leur  font  égales,  on  aura  AB  = AD  — DC 
— BD  — 2 B D X DC  — H DC  . ( Et  comme 

— DC^'-h  DCz=.  O.  ) AB  = To-Jr  b'd^  ' 

— Q.BD  % DC î ce  qu’il  falloit  démontrer. 


SECTION  III. 


Des  raifons  & proportions  des  Lignes  » 
Surfaces  & dés  Solides. 

t I 

Avertissement. 

ON  peut  eonjiderer  ce  qu'une  ligne  ejl  en  eî-  l 
le-mtme , ou  ce  qu^elle  ejl  par  rapport  à 
d'autres  ; lequel  rapport  fait  qu'on  dit  qu'elle  ejl 
égale  ou  inégal  J f petite  ou  grande  : il  en  ejl  de 
meme  des  furfaces  ^ Çÿ  des  folides.  Or^on  peut 
rapporter  une  ligne  à une  autre , les  comparer 
différemment , confiderant  ou  l'excès  de  l'une  par 
deffus  l'autre , c'efi  à dire , leur  différence  ; ou  la 

Q ma-i 

♦ V,  i, 
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ynimere  dont  l'une  contient  l'autre',  ce  qui  fait 
deux  fortes  de  rapports.  Les  Géomètres  ne  conji- 
derent  guere  que  le  fécond.  Aujfi  lut  donnent-ils 
le  nom  de  Raifon,qui  en  général  fignife  rapport. 
C'eji  des  raifons  ou  de  la  fécondé  forte  de  rap“ 
port , que  nous  allons  parler. 

Autrefois  les  Interprétés  dEuclide  définiffoient 
les  raifons , une  habitude  de  deux  grandeurs 
de  même  genre,  comparées  l’une  avec  l’au- 
tre félon  la  quantité.  L'on  ne  compare  les  cho^ 
fes  entre  elles  que  lorfqu' elles  font  de  meme  gen- 
re', car  on  ne  compare  pas  la  longueur  avec  la 
chaleur.  Quand  on  parle  de  la  raifon  de  deux 
chofes , c'^  donc  leur  quantité  ou  grandeur  que 
l'on  compare.  Mais  le  mot  d’habitude  étoit  em- 
ployé  ici  mal-à-propos. 

Le  terme  Grec  dont  Euclide  s'eji  fervi,  ^ 
qu'ils  traduifent  habitude , Jignifie  maniéré  d'ê- 
tre d'une  chofe  à l'égard  d'une  autre  ; c'ejl 
ce  que  fignifie  dans  la  Géométrie  le  mot  de  Rai“ 
fon  ; mais  comme  je  l'ai  dit , c'efl  de  la  fécondé 
forte  de  rapport  qu'il  s'agit',  ce  que  vous  allez, 
voir  dans  les  Définitions  fuivantes. 

D E F LN  I T I O N S.  ' 
Définition  I. 

9 Raifon  d'une  ligne  à une  ligne , ^un  plan  à 
un  plan,  d'un  folide  à un  folide',  c'efi  la  maniéré 
dont  une  ligne  contient  ou  efi  contenue  dans  celle 
avec  qui  on  l'ac compare',  qu'un  plan  contient , oh 
eji  contenu  dans  un  plan',  un  folide  contient  oh 
cjl  contenu  dans  un  folide  , avec  lequel  on  le 
compare.  ^ 

C’efl:  par  la  divifion  qu’on  connoit  la  maniè- 
re qu’unegrandeur  e ftcontenue  dans  une  autre 

gran- 
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■grandeu#  Ainfi  pour  exprimer  le  rapport,  ou 
la  riiifon  d’une  ligne  à une  autre,  comme  de 
la  ligne  A kh  ligne  B on  divife  B par>^,  écri- 
vant comme  on  l’a  marqué  l’une  fous  l’autre-, 

ou  Cette  expreflîon  expofe  ou  expri- 
me la  raifon  de  Â kB , c’eft-à-dire , combien 
de.fois,  & de  quelle  maniéré  Al  eft  dans  B , 
ou  quelle  partie  B , eft  de  ; ce  qui  fe  nom- 
me V Expofant  de  la  raifon  de  A , k B, 

Définition  II. 

raifoH  dont  l'expofant  fe  peut  exprimer  en  30 
nombres , s* appelle  Raifon  de  nombre  à nombre. 

L’exnofant  marque  la  manière  qu’une  gran- 
deur eft  contenue  dans  une  autre , ou  qu’elle 
la  contient  ; c’eft-à-dire  , en  terme»  d’ Arithmé- 
tique , quel  eft  le  quotient  de  ladivifion  de  ces 
deux  grandeurs  Tune  par  l’autre.  Si  cet  expo- 
fant ou  ce  quotient  eft  un  nombre , que  par 
exemple  la  ligne  B foit  en  A fix  fois , la  rai- 
fon de  ces  deux  lignes  yf  & B eft  une  raifon 
de  nombre  à nomme. 

D E F I N I T I O N III. 

> y 

Une  rgifon  dont  Pexpofaiit  ne  fe  peut  expri^  3^ 
mer  par  aucun  nombre , (e  nomme  Sourde  ou  Ir- 
rationelle.  ’ 

Si  on  ne  peut  trouver  aucun  nombre  qui  mar- 
que exaftement  combien  de  fois  la  ligne  A con-  ' 
tient  ou  eft  contenue  dans  la  ligne  B,  la  raifon 
, de  ces  deux  lignes  & B eft  fourde.  On  dé- 
montrera dans  la  fuite  qu'il  y a de  telles  rai- 
fons. 

G 2 De- 
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' Definitio  n IV. ♦ 

32  ti*ég»lité  des  raifom  fe  nomme  Proportion. 

S’il  y a même  raifon  do/ikE  que  de  C à D , 
on  dit  de  ces  quatre  grandeurs  qq’elles  font 
proportionelles  ; ce  qu’on  marque  ainfî  : 

' A.  B i : JC.  D. 

On  a dit  que  la  raifon  de  à B s’exprime 
. de  cette  maniéré  -J-;  ainfî  celle  de  . Cà  Z?,  de 

f 

la  même  façon  . Par  conféquent  la  propor- 
tion de  ces  quatre  lignes,  qui  confîfte  dans 
l’égalité  de  leurs  railons,  fe  peut  aulîi  expri- 
mer de  cette  maniéré  : 

jt  b 
► Ib'  ^ ô'* 

Définition  ’V.  , 

33'  Le  premier  terme  d*une  raifon  fe  nomme  P An* 

^ îécédent , P autre  terme  le  Conféquent.  • 

L’antécédent  c’eft  la  chofe  qui  eft  rapportée, 
ou  comparée  ; le  conféquent  célle  avec  qui  fe 
fait  lacomparaifon.  Toute  comparaifon  fuppo- 
fedeux  termes.  La  raifon,  qui  ell:  un  rapport  ou 
comparaifon , demande  donc  deux  termes. 

Définition  VI. 

Une  proportion  à deux  antécédent  , deux 
34  conféqiicm.  . 

La  proportion  eftune  égalité  de  raifons  qu’on 
compare.  Chaque  raifon  fuppofe  deux  termes.. 
La  proportion  en  demande  donc  quatre.. 

Définition-  VU-  . 

or  ’ Le  même  terme  dans  une  proportion  peutfervir 

de 
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ie  eoftf/^uent  Çÿ  JlanticééUnt  ; Çÿ  quand  cela 
efi , cette  proportien  fe  nomme  Continue.  , 

Si  A eftàfîcomme  B kC,  cela  fait  deux  rai- 
fons  égales , & par  conféquent  qui  font  cette 
proportion. 

A.  B:  : B.  C. 

Or  B fert  dans  cette  proportion  de  confé- 
quent à la  première  raifori,&  d’antécédent  à la 
fécondé  raifon.  Cette  proportion  fe  marque 
ainû  : 

' A.  B.  C. 

On  nomme  cette  proportion  Continue , à 
caufé  que  les  lettres  qui  la  marquent  font  dé 
fuite,  fans  interruption.  , 

Définition  VIII. 

Une  proportion  continue  quand  elle  a plus  de  3® 
trois  termes^  s* appelle progrejfion. 

Si  /f  eft  à B commeBàC,  &Bà  C comme 
C à Z> , & C à Z>  comme  f>  à £,  & de  fuite  ; cela 
s’appelle  Progrelïïon,  qu’on  ex  prir»e  ainfi: 

-H-  A.  B.  C.  D.  E.  &c. 

Définition  IX. 

Lorfque  eTun  côté  il  y a un  certain  nombre  ie  ^7 
grandeurs , trois  d*une  part  par  exemple au-’ 
tant  de  loutre  /avoir  trois-:  Si  en  les  comparant 
toutes  ^ , 1° , la  première  avec  la  fécondé , Çjf 
la  quatrième  avec  la  cinquième  \ la  fécondé 
avec  la  troifieme  j ^ la  cinquième  avec  la  fixie- 
me , on  les  trouve  en  proportion  ^ on  dira  que  cet* 
te  proportion  efi  ordonnée. 

Soient  A.  B.. C d’un  côté,  & D.  E.  F àe 
l’autre.  Si  4.  B ; : D.  E &c  B.  C ::  E.  F,  cet- 
te proportion  fera  ordonnée. 

G3  - . Dt- 
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Définition  X. 

38  Trois  grandeurs  étant  d'un  côté  ^ trois  d^/m 
autre  : Si  en  comparant  la  première  avec  la  fécon- 
dé, ^ la  cinquième  avec  la  Jixieme  ^ elles  font 
en  proportion  : au*en  changeant  dé  or  dre  on  com- 

pare ta  fécondé  à la  troifieme  la  quatrième  à 
la  cinquième  ^ qu'elles  foient  encore  en  propor- 
tion , alors  cette  proportion  s'appelle  Troublée» 


Soient  C 


D.  E.  F 
12  6 4. 


Si  /f. B : : E.  F&  B.  C:  : D.E,  cette  pro- 
portion  fe  nomme  Troublée,  à caufe  qu’on 
n’y  garde  pas  le  même  ordre. 

Définition  XT. 

3Î>*  Le  premier  Çÿ  le  dernier  terme  d'une  propor- 
tion , s'appellent  les  Extrêmes  de  cette  proportion: 
y le  fécond  le  troifieme  ^ les  termes  Moyens. 

Soit  cette  proportion /^.  B:  : C.  D;  les  ex- 
trêmes font  ; & B & C les  moyens. 

D^e  finition  XIL:  . 

40  ■ 'Les  termes  Omologues  d'une  proportion  font 
ceux  qui  tiennent  le  mime  rang , ou  qui  font  de 
même  nom. 


Dans  cette  proportion  A.B  iiC.D  ter- 

■ mes  & C qui  font-les  antécédens,  & B & D 
qui  font  les  conféquens , font  termes  Omolo- 
gues. 

Propofitions  évidentes  touchant  les 
Raifons  & les  Proportions. 

Proposition  I. 

■ Les  raifons  égales  ont  des  expofans  égaux. 

L’expofent  d^une  raifon  marque  la  maniéré 

que 
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que  Tun  de  ces  termes  eft  contenu  dans  l'au- 
tre. Si  les* maniérés  font  égales, les  expofans 
font  égaux. 

Proposition  II. 

Les  grandeurs  égales  ne  p^eavent  être  les  expo~  4^ 
fans  ^ue  de  raifons  égales.  « 

Soit  X l’expofant  de  la  raifon  de  Ah  B ^ à: 
de  la  raifon  de  C à D i ces  deux  raifons  doi- 
vent être  égales,  puilque  l’une  contient  l’au- 
tre de  la  même  maniéré. 

L E M M E. 

Le  premier  terme  dé  une  raifon  deuietst  égal  au  43  < 
fécond,  quand  on  le  multiplie  par  Pexpofant  de 
cette  rafon. 

Soit  A le  premier  terme  ou  l’antécédent  de 
la  raifon  de  A h B.  L’expofant  de  cette  rai- 
fon , ou  ce  qui  eft  la  même  chofe,  le  quotient 
de  la  divifion  de  ces  tenues  l’un  par  l’autre  f , 
il  marque  combien  de  fois  A eft  dans  B , ou 
quelle  partie  jB  eft  de //.  Par  conféquent  étant 
pris  autant  de  fois  qu’il  y eft  contenu,  c’eft-à- 
dire,  étant  multiplié  par  ^ il*doit  devenir 
égal  à J5  qu’il  a divifé.  Ainfl  Aq=:B\ee  qu’il 
falloit  prouver. 

Remarque. 

fe  fuppofe  prefque  toujours  dans  la  fuite , que 
ce  fera  i* antécédent  qui  fera  plus  petit.  Ainjt 
Bayant  nommé  h.  le  conféquent  B , je  dirai 
que  Aq=B;  auoique  s* il  en  étoit  au  contraire  ^ 
y que  B antécédent  A fût  plus  grand  que  le  con~ 

- féquent  B , il  foit  également  vrai  de  dire , que 
le  terme  A multiplié  par  Bexpofant  de  A a B 
produira  toujours  le  conféquent  B,puifque  Bexpo» 
fant  peut  marquer  également  la  maniéré  de  con- 
tenir ou  dé  être  contenu  , foit  que  la  raifon  foit 

G 4 four-^ 


Digilized  by  Google 


Elémens  dt  Géométrie, 

fourde  ou  de  nombre  à nombre,  A'tnji  hrfquc 
t*ntécédent  h'efl  plus  petit  que  le  confequent  B, 
texpofant  de  cette  ratfov  fera  plus  grand  que 
r unité \ ^ au  contraire  plus  petit  ( ce  qtion  nom- 
me arithmétiquement  une  fraBien)  lorfque 
V antécédent  ejl  plus  grand  que  le  conféquent. 
Mais  de  quelque  ma%iere  que  la  proportion  foit 
ordonnée^,  le  premier  terme  multipliant  Pexpo^ 
fant  de  fa  raifon  au  fécond,  il  produira  toujours 
ledit  fécond  terme  qu*il  avait  dtvifé. 

Proposition  III. 

44  Quatre  termes  demeurent  en  proportion , quel- 

que changement  qu'on  y fajfe  , pendant  que  le 
premier  antécédent  ejl  a fin  conféquent,  comme 
% fécond  antécédent , eft  afin  conféquent,  C’elt 
la  définition  même  de  la  proportion.  ^ , 

Proposition  IV. 

45  Quatre  grandeurs  étant  proportionnelles,  per- 
mutando,  c'eji-à  dire,  les  changeant  ^ fatfanr 
que  les  antécédens  deviennent  les  conféquent  , eh 

les  feront  encore  proportionnelles. 

Si  A.  B::  C.  Ü,ïi  faut  prouver  que  B,  A 

Contenir  & être  contenu, font  des  termes  ré- 
ciproques. Ainfi  fi  A contient  B, 'comme  C con- 
tient D , & par  conféquent  qu’il  y ait  éplité  de 
raifons,  il  faut  que  B foit  contenu  dans  A, 
comme  D eft  contenu  dans  C , & qu’ainfi  il  y 
ait  encore  égalité  de  raifons.  Quand  on  tire  une 
conféquence  de  cette  proportion,cela  s’appelle 
conclure  permutando , ou  par  railbn  inverle. 

Proposition  V.. 

.'k  Quatre  grandeurs  étant  proportioneUes , altcr- 

^ nando,  ?ejl-à-dire,  en  emparant  le  premier^ 
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àntêcédeni  avfc  le  feeond  antécédent^  Ç3P  îe  pre-^ 
mier  conféquent  avec  le  feco^ffi  conséquente  ces 
quatre  ^anâeurs  feront  encore  proportionnelles. 
Eucl.  V.  Prop.  i(S. 

Soit  cette  proportion  jl.Bii  C.  D.  Il  faut 
prouver  Q^dternanda  A.Cw  B.  D.  Suppo- 
fant  que  q eft  Texpofànt  de  ces  deux  raifons  * 
Aq=.  Be^C qzzD.  Donc  au-lieu  de  A. B:: 

C.  D,  je  puis  écrire  A.  Aq  : : C.  Cq.  Il  faut 
donc  prouver  opi'altemando  A.Cw  Aq  Cq\ 
ce  qui  eft  évident  : puifque  le  quotient  de  C di- 

vifé  par  A eft  le  même  que  celui  de  Cf 

divifé  ^zxAqe  qui  eft^^.  Or  félon  les  règles 

delà  Divifîon  f»  on  peut  effacer  fqui  eft  au 
deflûs  & au-delTous  de  la  ligne , après  quoi  il 

P 

ne  refte  que  ;Ainfî  ces  deux  raifons  ayant 
un  même  expofànt,  font  égales. 

Proposition  VL 

Ajoutant  aux  deux  termes  <f  'une  raifon  deux  aj 
autres  termes  de  même  raifon  ^ à P antécédent  de 
U première  V antécédent  de  la  fécondé,  au  con- 
féquent de  la  première  le  conféquent  de  la  fécon- 
dé I la  même  raifon  demeure,  ... . 

Soit  cette  proportion  A.  B : .•  C.  D , il  faut 
prouver  que  -f-  C.  B -f-  f)  : : A.  B.  L’ex- 
pqfant  des  raifons  de  à B&  de  C à Z)  eft  f; 
Ainû  Ji-  Aq=:B  qzz  D.  Il  faut  donc  prou^ 
ver  que  A^  C.  Aq~\-Cq  \ : A.  B. 

Le  quotient  de  ^ -V  C ^ divifé  par  A C, 
eft  f ^ Donc  ces  deux  termes  A —^C  ^ A q:  • 

G 5 — H 
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-\-Cq  ayant  un  même  eipofant  qije  A q\. 
ou  que  A ils  ont  la  même  raifon  ». 

Proposition'  VU. 

. 48  Retranchant  des  deux  termes  d*nne  raifon  deux- 
L autres  termes  de  meme  raifoif  , Pantéee'dent  de 
V antécédent  le  conféquent  du  conféquent  ^la  wê- 
me  raifon  demeure. 

Soit  cette  proportion  AB::  C.D,  il  faut 
prouver  que  A—C.B—D::  A.  B.  Si  Vexpo- 
lant  de  ces  raifons  eft  q ; donc  AqzzB  Cq 

D ^ Il  faut  ainfî  prouver  que  A —C.  A q ' 
^Cq::A.B.  Or  le  quotient  àtAq—C  ^divi- 
fé  par  C eftf  : donc  ces  deux  termes  ont 
le  même  expofant,  & partant  la  même  raifoa 
que  A &,  B. 

Proposition  VIII. 

4P  Quatre  grandeurs  étant  en  proportion  ,,Qouv^O~  . 
neMO , c^ejl-à-dire  , le  premier,  antécédent , plus 
fûn  conféquent , ejl  à fan  conféquent,  comme  le  fé- 
cond antécédent  plus  fon  cotféquent^eji  àfon  con^ 
féquent.  Eucl.  V.  Prop.  i8. 

A.  B::  C.D,  il  faut  démontrer  que  A-{- 
B,B::  C — 1-  D.  D.  1®.  altemando  AÇ  : : 

Ponc  ajoutant  ^ à A ^ à B les  termes  C &.Ü,. 
qui  font  en  même  raifon  ® A — t-ü . C —{■  D::  B .D; 
ic  derechef  altemando  A -+  B.  B ::C  —H  D.û  ; 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Proposition  IX. 

O tiorfqUe  plujieurs  grandeurs  font  en  proportion , 
la  fomme  des  antécédens  eji  à celle  des  conféquens 
comme  chaqsie  antécédent  eji  à fon  conféquent , 
Eucl.  V.  Prop.  12. 

Soit  B::  C.D  ::  E.F,  il  faut  prouver 

que 

a fup.  ».  4l’.  b fup.  n.  Ai.  c fup.  n,  fff. 

efup  K.  e Jap.  H.  47< 
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que  'A-\-C—^-E,B—\-D-\-F'.:A.  B riC.D 
: : E.  F.  Par  la  Propôfîtion  précédente 
A—{-  C.  C : : B~\^  D.  ü.  alternando  A — h C. 

B —H  D C.D  Or  la  raifon  de  C à Z>  eft  la  . 
même,  que  celle  de  ü à i-" : donc  A-~\-C.  B , ’ 
—h  D : : E.  F.  altema»do  A — |-  C.  E : : B 
D.  F:  donc  encore , félon  la  précédente  A 
—4“  C — h E.  B — 1~  Z)  — h Fil  E.  F , ou  A.  B ^ 
ou  C.  D\  car  c’cft  toujours  la  même  raifon. 

C’efl:  ce  qu’il  Jfalloit  prouver. 

Propositio.n  X.  ' 

Quatre  grandeur t étant  en  proportion  , divi-  51 
dendo , ceji-à-dire , le  premier  antécédent  moins 
fon  conféquent , efi  à fon  conséquent  comme  le 
fécond  antécédent  moins  fon  conféquent  eft  à Jof$ 
conféquent.  Euclide  V.  Prop.  17. 

* Soit  A.  B II  C.  D.  Il  faut  prouver  que 
B II  C—D.  D Puifqüe  A.B  ii  C.Di  donc 
alternando  A.  Cil  B.  Oi  donc  ôtant  S de  A 
& Z>  de  C A ^ B.C  ~~  üii  A.  C.  Or  la 
raifon  de  à C eft  la  même  que  celle  de  BkD; 
ainfi  A — B.  C—Dii  B.  JJ,  Donc  alternan- 
do A —B.  B i i C D,  ce  qu’il  falloit 
prouver-  / 

'Avertis  se  ment. 

La  raifon  inverfe  de  la  divifion , c' eft-a-dire  le 
changement  <Iuni  proportion  oà  Fon^oncluddWi- 
dendo  appelle  converjion' de’ raifon  : parexem— 

1 fi  — B;  B : î G — D.  D,  ?»  changeant 
atnfi  A — B-  C — ' D ! ; B.  D.  après  ce  dernier  - 
changement  la  proportion  demeure  encore  com- 
me il  eft  évident  y ^ cela  fe  nomme  Conver- 
fion  de  Raifon,  terme  qui  ré  eft  point  necejfaire.. 

G 6 Pro- 

♦ /ttf,  K.  tr 
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P R O P s t T t O N XI. 

Deux  rrmâeurs  qui  ont  une  meme  raison  ave e 
une<troipeme , Jont  /gales  es^re  elles,  Eucl.  V. 
Prop.Q. 

Si  A.  B : : C.  B.  il  faut  que  yfsC:  carf 
foit  l’expofant  de  laraifonde  A à B ; il  le  fera 
de  celle  de  C à B , qui  eft  la  même  : donc  A q 
=:B J &C^  = B*, partant vf«=B  = Cf.  Ces 
deux  grandeurs  étant  ^ales  à une  troifieme', 
favoir,  à B elles  font  égales  entre  elles  par  le 
troifieme  Axiome.  ' 

Proposition  XII. 

Deux  raifoHS  égales  à une  troifieme  .raifom^ 
font  égales  entre  elles.  £ucl.  V.  Prop,  II. 

Si  A.  B::  £►  F,  & C.  D :t  E.  F,  ii  faut 
prouver  que  A.  B \ i C.  D.  Si  Texpolant  delà* 
raifon  de  vf  à B eft  f , celui  de  la  raifon  de  E à 
Fquieftlamême, eftauflîf.  OrceluideCàZ> 
eft  le  même,  que  celui  de  la  raifon  de  £ à K 
C’eft  donc  encore  q.  Les  deux  raifons  dcAk' 
Bf  ôcCkD,  ont  donc  un  même  expofant, 
ainfi  elles  font  égales  f - ' 

Prop  o a i t t o n XItF. 

Lorfque  deux  gmtdeurs  font  multipliées  far 
une  rnème  grandeur , elles  font  en  mime  ratfon. 
après  avoir  été  multipliées  ^ qu^ avant  que  d^êtfe 
tf^ultiphécs*  * 

On  a multiplié  & Bparjf,  il  faut  prouver 
(pc  A X.  B : 4 B.  L’expofant  de  la  raifom 

de  à B eft  & celui' de  la. raifon dcAxL 

Bx  cÜ  Or  c’èft  un  même  erpolànt.;  car- 

dans  ^ ayant.efïacéA;  qui  fe  trouve  au  deflu» 

& 
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& au  deflbus  de  la  ligne,  refté  * ^ ; par- 
tant ces  deux  raifons  ayant  un  même  expolànt, 
elles  font  égales  f* 

Proposition  XIV. 

Divifmt  deux  grandeurs  far  une  troifiewe^ 

Us  quoùens  de  çesjtivijiens  feront  en  même  raifon 
que  ees  grandeurs. 

Soient  deux  ^andeursB  &Z>.  Je  les  divifë 
par  X.  Le  quotient  de  B par^r  foit  nommé  p , 
oc  celui  de  par  *,  foit  nommée;  ilfautprou^ 
verque;».^::  B.D.  Or/>jr=  B,  & f ;c  =Z>; 
donc px.  qxi:  B.  D.p&q  ayant  été  multi- 
pfiez  par  A-,  félon  la  Propofition  précédente: 
(X.  qx::  p.  q.  Donc puifque;>jf.  qx::  p.  q^ 
il  faut  que  p.qi'.  B.  U \ : ce  qu’il  falloit  dé- 
montrer.. ■ ' 

Proposition  XV. 

Lorfque  quatre  grandeurs  font  proportionnelles  ^ y(5 
fe  traduit  ou  le  reélangle  des  extrêmes  efi  e'gal  à 
celui  des  moyens.  Eucl.  VI.  Prop.  i<S. 

/f . B : ; C . Z>.  H faut  arouvei’ que X D =3  B 
xC.,Soit  jrl’expofànt  ac  cès  deux  raifons  é- 
gales:  donc  AxtziB  ôcCx=sD;  ainfijepuis 
exprifher  cette  proportion  delà  forte  : A.  A x 
i:  C.Cx.  Il  faut  donc  démontrer  que  AC x. 

=:  A Cx;  ce  qui  eft  évident. 

C O R O t L A r R E.. 

Trois  jgrandéurs  étant  en  proportion  continue , 57- 
le' produit  des  extrêmes  eft  égal  au  quarté  du  ter^ 
me  moyen.  Eucl.  VI.  Prop.  17. 

Soient  A.  B.  C..  Puifque  B.  B : : B.Ct  • 
donc/iC  = BB,  ou/fC=B*. 

G 7 P r.0- 

« 4.  ^ /afin. Si.. 
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P R O-P  O s I T I O N XVI. 

8 Lorfque  quatre  grandeurs  font  tellement  dif- 
pof/eSj  que  le  reêtoMgle  ou  produit  des  extrêmes 
efi  égal  à celui  des  moyens , elles  font  proportion'- 
. nelles.  Eucl.  VI.  Prop-  l6. 

Dans  ces  quatre  lignes , . B , C , /)  le  pro- 
duit AO  des  extrêmes  eft  égal  à B .7  produit  des 
moyens  : il  faut  démontrer  due  A.  B::  C.  D,  - 
Ibit  X le  quotient  de  B divifépar  , & z celui 
de  D par  C : donc  /î  x-=zB  y&cC  z:=:  D.  Ainfi 
je  réduis  ces  quatre  termes  à ceux;ci,  A.  A Xy 
C.  Cz.  Selon  qu’on  le  fuppofe  A xCz  — A x 
xC.  Otant  de  part  & d’autre  A x C,  fédéra  z 
=x.  Par  conféquent  l’expofant  delaraifonde 
Ak  B eft  égal  à celui  de  la  raifon  de  C à Z)  ; ainfi 
elles  font  égales*:  par  conféquent  ces  quatre 
grandeurs  font  proportionnelles. 

Corollaire  L 


59 
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• En  changeant  les  quatre  termes  d'une  propor^ 
tion , pourvu  que  les  deux  mêmes  termes  faient 
toujours  ou  les  deux  extr.  mes  ou  les  deux  moyens , 
ils  feront  toujours  rangez  proportionellement. 

Soient  ces  quatre  fermes  A.Bw  C.D, 
pourvu  que  //  & D,par  exemple,  foient  tou- 
purs  ou  les  deux  moyens  ou  les  , deux  extrê- 
mes, leurs  produits  feront  toujours  égaux; 
par  conféquent  ils  feront  proportionnels  , fe- 
U)n  cette  Propofition. 

Corollaire  II. 


Divifant  le  produit  des  moyens  d'une  propor^ 
tion  par  le  premier , le  quotient  de  la  divijion  fera 
le  quatrième  terme  d:viji.nt  ce  même  produit 
par  le  quatrième  ^ le  quotient  fera  le  premier. 
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- Car  ce  quotient , multipliant  le  divifeur , re- 
fait le  même  produit  qui  a été  divifé  *. 

, , Remarque. 

Remarquez  aue  ces  deux  dernieres  Propofitiom 

leurs  Corollaires  font  d'un  très  ^r and  ufqge 
dans  la  Géométrie , cujft-bien  que  dans  l'Arithme» 
tique  J étant  le  fondement  de  toutes  les  Règles  de 
trois  ^ ou  de  proportion. 

Définition. 

Le  produit  de  deux  grande  sers  étant  égal  à cé-  6 1 
lui  de  deux,  autres  ( wles  peuvent  donc  faire 
une  proportion , ')  fila  première  eji  à latroifieme^ 
comme  la  quatrième  efi  à la  fécondé  , cette  pro-- 
portion  fe  nomme  Réciproque , ou  inverfe. 

Soient  ces  deux  reélangles/^C&  AC  égaux. 

ÜA EF:i  FG.  BC,  cette  proportion  fe. 


nommera  Réciproque  ou  ïnz/erfè  y laquelle  com- 
mence &-finit  dans  la  même  figure.  Si  un  des 
GÔcez  de  ces  deux  reftanglés  eft  plus  grand 
l’autre  eft  réciproquement  plus  petit. 

Proposition  XVII. 

S'il  y a tant  de  grandeurs  qu'on  voudra  edun  Çz 
- côté  y y autant  d'autres  tFun  autre  côté  y lef- 
quelles  étant  prifes  de  deux  en  deux  foient  en  mê- 
me raifon  'y  celles-là  en  raijon  égale  y feront  pro- 
portionnelles. Eucl.  V.  Prop.  22. 

Soient  trois  grandeurs  A yB  yC  d’un  côté , & 

trois 

♦ j^p.  < 
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tiois  autres  de  l’autre  côté.  Si  A\  B 

::  D’  E B.  C : : E.  Fi  il  faut  démontrer 
qu’en  raifon  égale  A.  C::  D. F. 

10.  Alternando.  B.  F:  :A.DjSiB.E::C.F»i 
donc  les  deux  raifons  de  à Z) , & dç  C à Fêtant 
égales  à celle  de  B i E,  elles  font  égales  ^ : par 
ccmféquent  A,  D :i  C.  F ^ & aïternando  A. 

- C : ; AF;  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Proposition  XVIII. 

<Î3  Si  la  première  eji  a la  fécondé  comme  la  troi- 
fieme  a la  quatrième  ^ ^ la  . cinquième  à la  fe-’ 
conde  comme  la  fixieme  à la  quatrième , la  pre- 
mière plus  la  cinquième  fera  à la  fécondé , comme 
la  troijieme  plus  la  fixieme  fera  à la  quetriemef 
Eucl.  V.  Præ.  24. 

Soient  AiByC  yE^F^  fix  grandeurs;  Irla 

^emiere  /#  eft  àî  la  féconde  B comme  la  troi- 
Îîeme  C eft  à la  quatrième  Z),  & la  cinquième 
£ à la  fécondé  B comme  la  fixieme  F à la  qua- 
trième D ; ce  qui  s’exprime  ainfi: 

A.  B::  C,  D.réc  E.  B: : F.  Z>. 
Jedisque /!.—^EB::  C —F F.  D icox al^ 
ternando  ^ y A.  C ‘.i  B.  D èi  E.  F : : B.  Dt 
donc  ^ A.  C ::  E.  F:  donc  A E.  C F 
:i  A.  C *.  Et  puifque  A.  C:i  B.  D,  donc 
A —h £►  C —h F:  i B.  alternando-A—^rE, 

B:\  C —fF.  D'iQQ  qu’il  falloit  démontrer^ 

Propofitions  touchant  les.  Proportions  ' 
qu’Euclide  , dans  fon  cinquième  Li- 
, vre,  énonce  d’une  autre  manière  que 
nous,  n’avons  fait. 

Euclide  nomme  Grandeur  multiple  , celle- 

qu’une 

« fup.  n.  b fup.  ».  5 J.  C fup,  ». 
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qa’une  plus  petite  grandeur  melure  exaftement 
tant  de  fois;'  & Grandeurs  équimultiplesj  cel- 
les qui  contiennent  un  égal  nombre  de  fois  la 
grandeur  dont  elles  font  multiples.  Le  produit 
d'une  ^ndeur  multipliée  par  une  autre,  eftle 
muiÉpTe  de  cette  grandeur.  Ainfî  Ax  ei(l  le  mul- 
tiple de  /f  ; mais  Al  &.  B ayant  été  multipliez 
par  le  même  multiplicateur  x , ces  deux  pro- 
duits A X &,  B X fontéquimultiples  de  A &.B. 
Les  Propofîtions  fuivantes  ont  été  démontrées 
ci-deffus,  comme  vous  l’allez  voir.  On  ne  les 
met  donc  ici,  que  parce  qu’elles  n’ont  pas  été 
propofées  de  la  maniéré  que  le  fait  Euclide , 
dans  fon  Livre  V.  ' 

PROPOSITIOîf.r. 

S*ily  a tant  de  grandeurs  qu'on  voudra , équt-  ^4 
multiples  d'autant  d'autres  grandeurs,  chacune  à 
la  fienne  ; comme  l'une  fera  ■ multiple  de  l'une , 
ainji  les  toutes  feront  multiples'  des  toutes. 

J’expriraeainfi  cette  Propofîtion  :B  x&,Cx 
étant  équimultiples  defî  &deC,.je  dis  que  la 
grandeur  Bx  ellàfl  &Cj?àC,comme.B  je— h 
i.1  X h B — f*'  C . 

i®.  B x.Cx  ::  B.  C*.  2°.  alternando.  Bx. 
B::  C X.  C.  3®..  Ajoutantdonc  à S je  & à fî  les 
grande,urs  C & C , qui  font  en  môme  raifon  f, 
Bx.B::  Bx-i-Cx.  B-\-C,SlCx.Ç::Bx  ^ 
H-  C je.  fî  — f-  C ; ce  qu^l  fàlloit  prouver. 

. Proposition  IL 

Si  la  première  eft  autant  multiple  de  la  fe-  (5^ 
(onde  y,  que  la  troijieme  de  la  quatrième ^ la 
cinquième  autant  multiple  de  la  fécondé , que  la 
Jixteme  de  la  quatrième  ; la  compofée  de  ta  pre- 
mière ^ de  la  cinquième  fera  autant  multiple 

de 

* fuf.  ».  ^4,  t /up,  *.47-  N . . 
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de  la  fecmde,,  que  la  contpofée  de  la  troijieme  ^ 
de  lafixieme  le  fera  de  la  quatrième. 

Si  ji.  B ::  C.  D,  & que  E.  B ::  F.  D : je 
dis  que  /i E.  B ::  C—\-  F.  . 

Puifque  A.  B C.  D & E.  B : : F.  Z); 
donc  aUermuda  C : : B.D  ài  E.  F:  : 

Ainû  la  raifon  de  AïC  eft  la  même  que  ^e 
de  £ à £5  ces  deux  raifons  étant  la  meme  que 
celle  de  B à Z>  ♦ ; Partant  A.  Civ  E.  F.  Donc 
> ajoutant  E avec  A,  & £avec  C -f  A H-  £.3 
C H-  Fil  B.  D.  Or  alternando  A —H  £•  B 
. ; C -f  £.  D : ce  qu’il  falloit  prouver. 
Proposition  III. 
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Si  la  première  ejl  autant  multiple  de  la  fécondé 
que  la  troijieme  de  la  quatrième  qu'on  prenne 
les  équimultiples  de  la  première  Ç3?  de  la  troijif- 
me  ; le  multiple  de  la  premiepe  fera  autant  mul- 
tiple de  la  fécondé , que  le  multiple  de  la  troijie- 
me le  fera  de  la  quatrième. 

Une  grandeur  multiple  contient  celle  dont 
elle  eft  le  multiple  ; âinfi  c’eft  la  même  chofe 
que  fi  oiïdifoitjfi  la  première conrient-autant* 
de  fois  la  fécondé,  que  la-troilieme  contient  la 
quatrième.  Ainfi  il  s’agit  de  démontrer  que  fi  ' 

A.  B II  C.  D y & que  &£  foient  équimulti- 
ples de  & C;  c’eft-à-dire,  que  £ contien- 
ne A comme Feontient  C, qu’ainfi  A.  Cii  E. 

£;  il  faut  que  B.  ü:i  E.  F.  Car  puifque  A. 

B II  C.D'y  donc  alternando  A.Cii  ByD.  Oc 
A.  Cil  E.  F.  Ainû  la  raifon  de  B à eft  la 
même  que  celle  de  £ à £,  étant  égale  à une  . 

même  raifon  . 

* • * 

Proposition  IV. 

Si  la  première  eji  à la  fécondé  en  même  rai- 
fon que  la  trotjieme  à la  quatrième  ; aujfi  les  équi- 

muh 

n.  Si.  t Af*  *•  47.  «•  îJ. 
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nmhipîes  de  la  première  ^ de  la  troijieme , auront 
même  rajfon  aux  équirnultiples  de  la  fécondé  de 
la  quatrième  y en  quelque  multiplication  que  cefoity 
fi  elles  font  prifes  ainji  qu'elles  fe  répondent. 

Cela  veut  dire  que  fi  d.B:  : C.  Dj  ainfi 
akernando  À.  C B.  D \ ï\  faut  que  A x. >C » 
r;  Bz.Dz. 

Cdx^Ax.  Cx’.'.  A.C\  6icB  z.Dz::  B.D. 
Mais,  A.C  ::  B.  Z);  donc  Ax^C x B z.  ~ 

Dz:  ce  qu’il  falloir  démontrer. 

• Proposition  V. 

<Si  üfre  grandeur  ejl  autant  multiple  iPunegran~  ^8’ 
^^^<^Kchée  de  la  retranchée aufft 
U re/te  fera  autant  multiple  du  refie  .que  Utou- 
te  de  la  toute. 

Cette  Propofition  fepeut  exprimer  ainfi:  Si 
A.B  ::  £./^;  jedis  que/Z --E.B-F::  A. B. 

Car  alors  on  leur  ôte  des  grandeurs  qui  font 
en  même  raiibn  : ainfi  elles  demeurent  en 
Hieme  raifon 


Proposition  VI. 

Si  deux  grandeurs  font  équirnultiples  de  deux  /j® 
autres  grandeurs , ^ qu'on  retranche  d'elles  des 
équirnultiples  , ou  les  refies  feront  égaux,  aux 
- mêmes , ou  équirnultiples  d'elles.. 

J’exprime  ainfi  cette  Propofirion.  Si  A x^. 
Bx::  Ax—C.  Ba-  — Z)^  je  dis  que^jf-»-C. 
Bx-DxiA.B. 

Celg  eft  évident:  czrAx.Bx::  A.B\  Or 
deux  raifons  égales  à une  troifieme,  font  éga- 
les®. Ainfi  fi àx—C.  Bx’-Dx  il 
faut  que- Bx-^üx:  A.B. 

PROt 


b/up.n.st. 
«y*^.  ».  54»  e/»p,ihS3» 
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P R OROSITION  VII. 

70  Les  ^andeurs  font  entre  elles  comme  font  leurs 
dquimmtiples  entre  elles , étant  prifes  comme  elles 
fe  répondant.. 

Bx.  Cx  : : B.  C aüB x.  B::  C x.  C,  c’eft 
ce  qui  a été  prouvé 

Les  autres  Propofitions  du  cinquième  Livre 
d’Buclide,  font  dans  les  emlroits  qui  leurcon.-. 
viennent. 


SECTION  IV. 

Des  Raîfons  Compofees,  & de  leurs 
Proprictfez. 

Avertissement. 

LOrfpue  t*expofant  dune  raifon  ejtjîmple  yP oh 
doit  dire  de  cette  raifon  qnelle  eft  Jimple  ; 
y«V//f  eji  compofée  , fi  fon  expofant  ejl  fait  de 
P addition  ou  de  la  multipTication  de  deux  ou 
dé  P lu  fleurs  autres  expofans.  Par  exetUple , Pex- 
' pofant  de  la  raifon  de  K àB  fait  [ton  confidere 

que  ce  nombre  peut  êtrd  fait  de  P addition  de  2,  ^ 
^ de  ^ expofans  de  la  raifon  double  ^ ^ de  la 
raifon  triple^  on  pourrait  dire  que  la  raifon  de 
K à B eft  compofée.  Si  P expofant  de  cette  rai^ 
fon  de  h ÀB  étoit  6 , nomwe  qui  eft  fait  de 
deux  multiplié  par  trois '^c'* eft  pour  lors-  qu' on  doit 
dire  que  cette  raifon  eft  compofée , /avoir , de 
ces  deux  expojans  2 Çÿ  3 multipliez  Pun  par 
P attire . Car  Pufage  veut  que  par  une  raifon 
compofée  on  n^ entende  qu'une  raifon  dont  Pex^ 
pofant  eft  fait  non  par  P addition  , mais  feule'- 

■ ment 
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ment  par  la  raülüplication  de  deux  ou  de  plu- 
fleurs  expofans. 

DEFINITIONS. 

Défi  n i t.  i o n I. 

Les  raifons  compofees  font  celles  dont  les  ex-  7ï 
pofans  font  faits  de  la  multipiication  de  deux  ou 
piujieurs  expofans. 

Soit  la  raifon  de/f  à B dont  jceftrexpolant, 

& que  x=:  Z.  y',  alors  cette  raifon  de  /f  à B eft 
dite  compofée  des  deux  raifons , dont  « &y  font 
les  expofans.  , * 

Définition  IL 

Une  raifon  compofée  de  deux  raifons  égales^  ^2 
f appelle  Doublée. 

Si  l’expofant  de  la  raifon  de  àB  eft  faitde 
5;  multiplié  par  ^ c’eCt-à-dire,  fie  « elt  l’expo- 
fant  de  cette  raifon,  elle  efl:  doublée. 


Corollaire. 

Ainji  une  raifon  qui  a pour  fon  expofant  un  qn 
quarré^  efl  une  raifon  doublée.  * 

Soit  Z Z, .on  Z* , Texpofant  delà  raifon  de 
A k B.  Il  eft  fait;  de  z multiplié  par  z,  ainfî 
de  deux  expofans  égaux:  il  eft  donc  l’expo-, 
fan  t d’une  raifon  doublée. 

Définition  III. 


Une  raifon  compofée  de  trois  raifons  égales  , fe 
nomme  friplée. 
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Cor  ollaire. 

Ainji  une  raifon  qui  a pour  fon  expofant  un 
cube  y efl  une  raifon  Triplée. 

Si  le  cube  « « * , ou  eft  l’expofant  de  la  rai- 

ibn  de-/f  à B,  cette  raifon  elltriplée 3 car  fon 

- 
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cxpofant  eft  fait  de  la  multiplication  de  ces  trois 
grandeurs  égales  z,  z. 

THEOREME  I. 

Plufieurs  grandeur i étant  de  fuite  ^ la  ratfon 
de  la  première  à la  dern  ere  efi  £ompofée  des  rai~ 
fons  de  toutes  les  grandeurs  qui  font  entre  les  deux 
extrêmes. 

Soient  ces  grandeurs  /I € .,D,E,F^  &c. 

. Il  faut  démontrer  que  la  raifon  de  //  à C eft 
compofée  de  celles  de  W à S , & de  B à C.  Soit 
X l’expofant  de  Â iB  , donc  A x=z  B*',  celui 
de  B à*  C.eft  z : donc  par  la  même  raifon  B z » 
ou.  A x z = C.  Ainfi  je  puis  changer  les  trois 
grandeurs  A ,C  en  celles-ci  A .,Ax,Axz, 
Je  divife  A xz  par  A,\e  quotient  de  la  divifion 
fera  a:  « expofant  de  la  raifon  de  /?  à le- 
quel eft  fait  des  expofans  de  ces  raifons  multi- 
miez  l’un  par  l’autre  ; pai-tant  par  la  première 
Définition , la  raifon  de  4,  C eft  compofée 
de  celle  de  à B , & de  celle  de  B à C.  Par 
cette  méthode  je  puis  démontrer,  que  la  rai- 
fon de  A k Felt  compofée  de  toutes  les  rai- 
fons des  grandeurs  interpofées. 

Theoreme  il 
77  La  raifon  de  deux,  plans  efi  compofe'e  des  rai- 
fons qtdont  les  cotez  de  l*un  aux  cotez  de  Vau- 
tre , de  la  largeur  a la  largeur , de  la  longueur 
à la  longueur. 

Soient  ces.déux  plans  ab  & cd.  Il  faut  démon- 
trer que  leur  raifon  eft  compofée  de  celle  de 


<1 
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4 à f & de  ^ à Soit  z.  expofant  de  la  raifoa 
dcak  c:  donc Soit  celui  de  ^ à</, 
alors  = ^azbx  — cd.  DWiÇ’àïit  a z b x 

par  <ï  ^ , le  quotient  fera  z -r  compofé  de  * & de 
X cxpofans des  raifons deaàt-,&de^à</:  donc 
ces  deux  plans  fontenraifoncompoféedecel- 
les  de  à f & de  ^ à c’eft-à»dire , de  leurs  cô^ 
tez  : ce  qu’il  falloir  démontrer.^ 

Avertissement. 

Il  faut  fe  fouvenir  qu'on  fuppofe  toujours  ici , 
que  tous  les  Flans  b’  ies  Solides  font  reÜangles  ; 
ainfi  qu'on  l'a  fait  remarquer  ci-devant. 

THEOREME  III. 

La  raifon  d'un  folide  à un  autre  foliik  ^ ejl  7^ 
compofe'e  de  la  raipn  qu'ont  les  trois  cotez  de  • 

P un  aux  autres  trois  cotez  de  P autre. 

Soient  deux  folides  abc  ôc  def.  Ill^'^^  dé- 
montrer que  leur  raifon  eft  compofée  de  ces 

trois  raifons-^',  -p’  T‘  La  raifon  de  à 

fe  peut  exprimer  ainfîj^.  Or  cet  expo- 
fant eft  fait  des  trois  expofans  des  raifons,  dont 
il  eft  queftion  de  prouver  que  la  raifon  de  ces 
deux  folides  eft  compofée.  Partant  félon  la' 
première  Définition , ces  deux  folides  font 
entre  eux  en  raifon  compofée  de  celles  de 
leurs  cotez. 

TheoremeIV. 

""  Lorfque  quatre  grandeurs  font  proportioneJles  ^ 79  - 

le  produit  des  antécédent  ejl  à celui  des  conféauens^ 
en  raifon  doublée  de  celles  de  chaque  antécédent  a 
fon  conféquent , ou  comme  les  quarrez  de  chaque 

antécédent  au  qttarré  de  fon  çonféquent. 

oQiC 

«.  4Î» 
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^o\ta.  b:\,^.d\  le  j)roduit  ac  çles  antécé- 
dens , félon  la  Propofîtion  précédente , eft  à ^ <jf 
celui  des  conféquens  5 en  raSTon  compofée  de 
celles,  de  ài-  & de  <r  à qui  étant  égales , cette 
raifon  cft  doublée  ».  Le  quarré  de  l’antécé- 
dent a eft  quarré  du  conféquent^,  en  rai- 
fon compofée  des  raifons  de<aa^&de<ïà^; 
& parconféqjient  doublée  de  ces  deux  raifons. 
Or  ces  raifons  font  les  mêmes  que  ces  deux  rai- 
fons de  a à ^&derà^.  Parconfëquentlepro- 
.duit  au  produirai/,  comme  le  quarré 

eft  au  quarré 

Corollaire. 

.80  Ees  pUm  fembîables , c^ejl-à-dtre , dont  les  cotez, 
font  proportionnels  , font  entre  eux  en  raifon  doublée 
de  celles  des  cotez  de  P un  aux  cotez  de  Vautre. 

Leur  raifon  cft  compofée  de  celles  des  côtez 
de  l’un , aux  côtez  de  l’autre  Ces  deux  raifons  - 
• font  égales. . C’eft  donc  une  raifon  doublée  c. 

Ainu  tous  les  quarrez  étant  des  plans  fembla- 
blesjfont  en  raifon  doublée  de  celles  de  leurs 
côtez. 

TheoremeV. 

81  'Lorfque  fix  grandeurs  font  proportionnelles,  le 
produit  des  trots  antécédens  ejl  à celui  des  trois 
conféquens  en  rafon  triplée  de  chaque  antécédent 
d fon  conféquent , ou  comme  le  cube  de  chaque 
antécédent  au  cube  de  fon  conféquent. 

Soient  a.  b.  ci',  d.  e.  /; le  produit  ab c eft 
au  produit  def,  en  raifon  compofée  de  celles  de 
az  d,  àtbke  de<  à/;  Qr  ces  trois  raifons 
font  égales.  Cette  raifon  compofée  eft  donc 
triplée  «.  La  raifon  de  <2  cube  de ^ eft  à ddd 
cuoe  de  d en  raifon  triplée  de  celle  à^akd.  Or 

■ . c’eft  , 

*u/up.n.  71.  b/«^.  B.  77* 

à f»p.n.7%,  c/»/.  «.  71' 
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c’eft  la  même  raifon  que  celle  de^*ài/,de^à<r, 

& de  f à/;  par  conféquent  les  produits  dont  il  eft 
queftion,  font  entre  eux  comme  le  cube  de  cha- 
que antécédent  au  cube  de  fon  conféquent. 

Corollaire. 

Les  fol'tdes  femblables  , c'efi  à-dire  , dont  les  82 
cotez  foftt  proportionnels , font  en  raifon  triplée  de 
celles  des  cotez  de  l'un  au  côté  de  l'autre. 

Les  côtez  de  ces  deux  folides  femblables 
lont  fix  grandeurs  proportionnelles  ; partant 
la  raifon  de  l’un  à l’autre  eft  triplée. 

Ainli  tous  les  cubes  étant  des  folides  fem- 
blables , font  en  raifon  triplée  de  celles  de 
Jours  côtez. 


Theoreme  VI. 

Dans  une  progreffion  Géometriaue  raifon  de  5^ 
deux  termes  entre  Uf quels  il  y a deux  intervalles, 
ejt  doublée  y ^ s il  y a trois  intervalles . triplée 
Soit  B.  C.  D.  La  raifon  ^e  A tC 
elt  compofee  ou  égale  à une  raifon  compofée 
de  celle  de  aâ , & de  celle  de  fi  à C * Or 
ces  termes  étant  en  progreffion , ces  deux  rai- 
J La  raifon  qu’elles  compo- 

lent  eft  donc  une  raifon  doublée  f.  On  dé- 
montre  de  la  même  maniéré,  que  la  raifon  de 
ak  deit  triplée  |. 

Theoreme  VII. 


M E 

Lorfque  des  grandeurs  font  proportionnelles 
leurs  quarrez  font  proportionnels. 

Si  : c.d.'y  je  dis  que  aa.  b b-.  ^ cc.  dd. 

Ces  quarrez  font  en  raifon  doublée  de  celles  de 
^ " c’eft-à-dire , en  raifon  doublée  de 
? 1 ^ ^ à Et  comme  ces  deux  raifons 

lont  égalés  par  la  fuppofition , aufli  celles  qu’cl- 
^ ' H ]gg 


84 
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les  compofent  font  égales  ; la  raifon  de  â 
' eft  donc  égale  à celle  de  ccïddydMi  ces  quar- 
rez  font  en  proportion. 

Theoreme  VIII. 

^5  Lorfifue  des  grandeurs  f»nt  proportionnelles ^ 
leurs  cubes  font  Proportionnels. 

' Si  : f.  <5;  je  dis  que  a a a.  hbb.'.i  ccc. 
d ddxQ2x  la  raifon  de  à^’ , & celle  de  à d' 
font  triplées  des  mêmes  raifons  ».  Ainfi  elles 
font  égales. 

Theoreme  IX. 

T'rofs  grandeurs  étant  en  proportion  continue., 
le  quarré  àe  la  première  eji  a celui  de  la  fécondé  , 
comme  la  première  à la  troijieme. 

, V Soient  b.  c;  je  dis  que  b*  a.  e. 
La  raifon  de  à ^ eft  compofée  des  deux  rai- 
fons de  à ^ & de  c*»,  ces  deux  raifons  font 
égales.  Ainfi  la  raifon  de  à c eft  doublée  *=.  Or 
la  raifon  de  a*  à b*  eft  aulîî  doublée  des  mêmes 
raifons  ^ : donc  4».  b^  : ; a.  c. 

, Theoreme  X, 

%-j  Quatre  grandeur}  étant  en  proportion  continue^ 
le  cube  de  la  première  eJi  au  cube  de  la  fécondé  , 
comme  la  première  eji  à la  quatrième. 

Soient  -H- c.  d.f.  La  raifon  de  ^ à /eft  com- 
pofée  des  trois  raifons  interpofées  & ces  trois 

- raifons  étant  les  mêmes , cette  raifon  de  ^ à /eft 
triplée  ^ Or  le  cube^J  eft  au  cube  c"*  enraifon 
triplée  de  la  même  raifon  g : donc b^.c^'.i  h.  /. 

Theoreme  XL 

88  -Si  trois  grandeurs  autant  d'autres  prifes 
de  deux  en  deux  font  en  meme  raifon,  en 

pro^ 

o.fttp.n.%1.  h cfupn.j%.  i 

tjup.n.j6,  i /up.n.j^.  g/»p.  »,  II. 
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, proportion  troublée , ces  grandeurs  en  raifon  égale 
feront  proportionnelles.  Eucl.  V.  Prop.  23. 

Trois  grandeurs  , fî , C , & autres  D,  JE,  F 
prifesdedeux  en  deux,  font  en  même  raifon, 
mais  la  proportion  eft  troublée;  c’eft-à-dire 
que  Â.  B E.  B.  C : : D.  É.  Il  faut  dé- 
montrer que  A.  C::  D.  F. 

La  raifon  de  à C eft  compofée.de  celles 
de  à B,  & de  B à C.  Celle  auflî  de  Z)  à F 
eft  compofée  de  celles  de  £)  à £ & de  £ à F. 
Or  ces  deux  raifons  le  font  de  raifons  égales  ; 
car  A.  B’.  : E.  F;  B^  C:  : D.  E\  par  con- 
féquent  les  compofantes  étant  égales , les 
/:ompofées  font  égales.  Ainfi  A.Cw  D.  £; 
ce  qu’il  falloit  démontrer. 


SECTION  V. 

De  la  comparaifon  des  Raifons. 

V.claircijfement  touchant  la  grandeur  eu  h 
petitejfe  d'une  Raifon, 

L'Es  raifons  font  des  comparaifons.  Larai- 
fon  de  /f  à B , c’eft  le  rajmort  de  à B: 
Or  on  peut  comparer  ces  raifons , par  exem- 
ple la  raifon  de  à B , avec  la  raifon  de  C à Z>,  > 
Iclquelles  raifons  fe  pourront  marquer  ainfi, 

-ÿ-  & . Si  , c’eft-à-dire  , fi  ces 

deux  raifons  font  égales,  c’eft  une  proportion, 
ou  une  égalité  de  raifons.  Nous  parlerons  dans 
cette  Seélion,  de  l’inégalité  des  raifons.  Le 
.ligne  de  cette  inégalité,  c’eft??  ou  Lors 

H 2 que 
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que  l’ouverture  de  ce  ligne  eft  de  la  droite  à fa 
gauche , cela  marque  que  la  raifon  eft  plus  gran- 

de.  Ainli  fi  ^ 5 raifon  de  M.k 

IVreft  plus  grande  que  celle  de  P à Si  l’ouver- 

ture du  ligne  de  l’inégalité  eft  de  la  gauche  vers 
la  droite,  cela  marque  que  la  raifon  eft  plus  pe- 
tite. Si  ''J  ’ raifon  de  ilf  à iST 

eft  plus  petite  que  celle  de  P à 

Il  faut  d’abord  examiner  ce  qui  fait  qu’une 
raifon  eft  plus  grande , ou  plus  petite.  Ces  mots 
de  grand  & de  petit , font  relatifs.  Une  plus 
grande  raifon  ,c’eft  quand  la  chofe  qu’on  corn-* 
pare , par  rapport  au  tenue  de  la  coniparaifon , 
eft  plus  grande.  La  raifon  eft  plus  petite , fi 
cette  chofe  qu’on  compare  eft  plus  petite,  par 
rapport  au  terme  de  la  comparaifon. 

L’idée  la  plus  nette  & plus  précife  de  la 
grandeur , & de  la  petitefle , c’eft  que  ce  qui  eft 
plus  grand  contient  ce  qui  eft  plus  petit  ; &;  plus 
il  le  contient  de  fois,  plus  il  eft  grand.  Ce  qui 
eftcontenu  eft  d’autant  plus  petit,  qu’il  eft  con- 
tenu plus  de  fois.  En  divifant  l’antécédent  d’u- 
ne raiibn  par  le  conféquent,  le  quotient  de  la 
divifion  qui  expofe  comment  ou  combien  de 
fois  l’un  eft  dans  l’autre , eft  l’expofant  de  cette 
raiibn,duquelçarconféquent  dépend  fa  gran- 
deur ou  fa  petitefie.  Quand  cet  expofant  eft 
plus  grand,  la  raifon  eft  plus  ^ande.  Mais  il 
faut  qu’alors  l’antécédent  contienne  fon  confé- 
quent, ou  foit  plus  grand.  Car,  comme  je  le 
viens  de  remarquer,  plus  une  grandeur  con- 
tient celle  avec  qui  on  la  compare,  plus  elle  eft 
grande.  Mais  fi  au  contraire  elle  étoit conte- 
nue, alors  plus  l’expofant  feroit  petit, Tantécé- 
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dent  fcroit  plus  grand  , ou  moins  petit  ; car 
moins  une  grandeur  e(t  contenue,  plus  elle  eft 
grande.  Lorfcjue,  dis-je,  l’antécédent  eft  plus 
grand,  ou  qu’il  contientplus  de  fois  Ton  confé- 
quent , l’expofant  de  la  raifon  étant  plus  grand , 
la  raifon  elt  plus  grande:  & fiTantécédentcfl 
plus  petit  que  le  conféquent , ou  s’il  efl:  conte- 
nu dans  le  conféquent , l’expofant  de  la  raifon 
étant  plus  grand,  la  raifon  eft  plus  petite. 

Proposition  I. 

PROBLEME. 

taire  que  deux  differentes  raifoas  ayent  le  rnc~  gp 
me  conjéquent. 

Soient  ces  deux  differentes  raifons  -t-Sc  j . 

h A ^ 

Pour  faire  qu’elles  ayent  le  même  conféquent , 
je  les  multiplie,  l’antécédent  & leconfequenc 
de  la  première  par  le  conféquent  de  la  fécondé  ; 

ce  qui  produit  Je  multiplie  de  même  l’an* 

técédent  de  la  fécondé  raifon , & fon  confé- 
quent par  le  conféquent  de  la  première  ; ce  qui 

produit  Ainfi  les  deux  raifons  propofées 

font  réduites  à celles-ci , yj  & . Ces  deux 

raifons  ont  le  même  conféquent,  & cependant 
confervent  toujours  le  même  rapport  de  l’an- 
técédent à fon  conféquent  *. 

Proposition  II. 
Theoreme  I. 

Deux  raifons  qui  ont  un  meme  confe'quent  ^ font  p<5 
entre  elles  comme  Uurs  a»:dcédens, 

H 3 Soient 

* /«/>.  n.  î4. 
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Soient  les  deux  raifons  de  /f  à X,  & de  B à 
oui  ont  un  même  conféquent  A' . 11  faut  démon- 
trer qu’elles  fontl’uneàl’autre,  comme  les  an- 
técédens  Je  divife  A &:  B par  & 

ces  deux  fe  trouveront  ainfi  exprimées;  la 

première  fera  la  fécondé  Oi*A&. 

B étant  divifez  par  un  même  divifeur  X,  les 

quotiens  ^^nt  entre  eux  comme  A 


X 

■&  B ; ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Avertissement. 

En  réduifant  ainfi  ces  denx  raifvns  g ||  a 
celles-ci, qui  ont  un  meme  conséquent  CT  ,jô, 
on  Lit  quelle  raifon  elles  ont  entre  elles  , que  i 
rejtJd  de  10,  a une  plus  grande  ratfon,  que 
l a/regard  de  I2.  Cela  feroit  douter  qu  ü jât 
%rai  qM  la  raifon  ejl  plus  grande,  quand  l expe- 
C/tfit  ell  plus  zrand  ; car  divtfant  lO  par  2 le  quo~ 

aiPon  vient  de  voir,  que  quand  les  antécédent 

font  plus  petits  que  leurs  conjequens  ; moins  lexpo- 
fant  e[i  Irand,  la  raifon  eft  plus  grande,  6o  n eft 
cLLemque  deux  fois  dans  120,  ^ par  confe- 
qZntplJs  grand  que  10,  qui  ejî  contenu  fix  fois. 


PrOPOSITIO  N 


III. 


T H E O R E M 


E II. 


Si  deux  grandeurs  font  inégales  , la  plus  gran~ 

Eucl  V.  Prop.  8. 


♦ fup.  n $$* 
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Soient  deux  grandeurs  inégales 
&B.  La  plus  grande  eft 5 & C une 
troifieme , telle  qu’elle  foit.  Il  faut  | 

démontrer  i°.  que  la  raifon  de  à | 

C , efl;  plus  grande  que  celle  de  B à /if  B C 
C.  J’exprime  ainfi  ces  deux  raifons 

> OU  -r-  Elles  ont  un  même  con- 

féquent;  ainfi,  félon  laPropofition  précéden- 
te, elles  font  comme  /f  & B.  Or  /f  efl:  plus 

grand  que  B : donc  , 

2°.  II  faut  démontrer  que  la  raifon  de  C à S 
efl  plus  grande,  que  celle  de  C à /f,  que 

Je  donne  à ces  deux  raifons  le  mê- 
me  confcquent  * , les  réduifant  ainfi  • 

La  raifon  ^ efl  donc  la  même  que  -y  ; & la 
raifon  la  même  que  f.  Or  ces  deux 

raifons  font  entre  elles  t , comme  /i 

efl  à B.  Mais  /^,  félon  laPropofition , efl  plus  ' 
grand  que  B : donc  la  raifon  de  C à B efl  plus 
grande,  que  celle  de  C à/7;  ce  qu’il  falloit  ' 
démontrer. 

A 

Proposition  IV. 

TheoremèIII. 

De  deux  grandeurs  y celle  qui  a une  plus  grande  92^ 
raijon  à une  même , eji  la  plus  grande  ; ^ au  con- 

H 4 trai- 

♦ >;>.  *.89.  t «.  Î4.  ' t M-  *.  90.  G*  54*  ' 
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traire^  celle  h laquelle  une  mime  a plus  grande, 
raifon,  efi  la  plus  petite.  Eucl.  V.  Prop.  lo. 

Soient /f '(5c  B deux  grandeurs  inégales,  //a 
une  plus  grande  raifon  avec  C,  que  B avecC  ; 

ainü  ~ . Je  dis  que  A p B\ 

ce  qu’il  faut  démontrer.  i°.  On  fuppofe  donc 

■^p  Or*  ces  deux  raifon  s font  comme  A 

&5.  Il  faut  donc  que  A p B.  2°.  Si  -^-p  ^ 

il  faut  démontrer  que  B efl  plus  petit  que  //. 
Ayant  réduit  ces  deux  raifbns  au  même  confé- 

quent  -y  à à , ielon  qu’on  le  fup- 
pofe, il  faut  que  Or  ces  deux  rai- 

fons  font  comme  A & H f ; il  faut  donc  que 
A foit  plus  grand , & B plus  petit. 

Proposition  V. 

Q-  Si  la  première  eji  à la  fécondé  comme  la  troi- 
(ieme  à la  quatrième  , ^ que  La  trmfienie  ait  une 
plus  grande  raifon  à la  quatrième  que  ta  einquie^ 
me  a la  fixieme  : aujfi  la  première  aura  unep^ 
grande  raifon  à la  fécondé,  que  la  cinquième  à la 
Jixieme.  Eucl.  V.  Prop.  13. 

Soient  ces  fix  grandeurs , A ,B  ,C  ,D , E,F, 
dont  les  quatre  premières  font  en  proportion. 

A,  B<\C.D,  on  =5  -5-  * Il  faut  démon- 

♦ trer  que  fi  ?"  -J-  » 1^  raifon  fera 

aulîi 

f fup.  B.  \ f*P‘  50. 
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auflîplusgrande,  que  la  raifon  Puifque 

—g-  & font  une  même  raifon;  étant 

plus  grande  que  , il  faut  que  foit 

auflî  plus  grand  que 


Proposition  VI. 


Si  la  première  ejl  à la  fécondé  comme  la  tro  fie- 
me  à la  quatrième , ^ que  la  première  foit  plus 
grande  que  la  îroijieme  ; auji  la  fécondé  fera  plus 
grande  que  la  quatrième  \ ^ /î  ^gale , fi 

plus  petite  ^ plus,  petite.  Euclid.  V.  Prop.  14. 

Soit  cette  proportion  A.B:i  C.  D.  11  fiut 
démontrer  que  ü yf  = C , de  même  B 1=  D y 
& que  ÇiA'p^C,  de  même  B 7^  D ; eniin 
û A ^slC,  de  môme  B ^ D. 

Altérnando  A.  C : : B Z)  ; ce  qui  ne  feroit 
pas,  fl  comme  /Z=C,de  même  B n’étoit  pas 
égal  à Z)  ; ou  fi  yZ  étant  plus  grand  que  C , B 
n’étoit  pas  plus  grand  que  Z)  ; ou-  fi  étant 
plus  petit  que  C,  le  terme  B n’étoit  pas aufli 
plus  petit  que  D. 


Proposition  VIL 


Si  trois  grandeurs  ddun  côté  ^ trois  d'un  autre 
étant  prifes  de  deux  en  deux  font  en  meme  railhn^ 
qu’en  raifon  égale  la  première  foit  plus  grande 
que  la  troijieme  ; aujft  la  quatrième  fera  plus 
grande  que  la  Jixieme  ; 'egf  Jî  égale , égale  • ft  plut 
petite , plus  petite.  Eucl.  V.  Prop.  20. 

Soient  A^B.,C  d’une  part,  & Z),  S,  Fde 
l’autre.  Soient  A B : : D.  E èc  B.  C : : E. 

Si  A P'  C I ]c  dis  que  D 7^  F.  Si  /i  .d.  C , que 
F.  SI  A =iC , que  D =:  F;  autrement  A 
H 5 ne 
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ne  feroit  pas  à C , comme  D eft  à F,  àinfi  qu’on 
le  fuppole , s’il  écoit  ou  plus  grand  ou  plus  petit: 
car  deux  grandeurs  inégales  ne  peuvent  pas 
contenir  de  la  môme  maniéré  une  troiiieme 
grandeur,  ou  y être  contenues. 

Proposition  VIII. 

96  Si  trois  grandeurs  d'un  côté ^ 03*  trois  d'un  au- 

tre i prifes  de  deux  en  deux , font  en  même  raifon, 
leur  proportion  étant  fans  ordre  ; C3’  qu'en  raifo» 
égale  la  première  foit  plus  grande  que  la  troijie- 
rne  : aujji  la  quatrième  fera  plus  grande  que  la 
Jfixieme  ; ^ fi  égale , égale  ; fi  plus  petite , plus 
petite.  Éucl.  V.  Prop.  21. 

Soient  d . B &c  D , EfF.  Si  /I.  B : : E. 

D,  h , & que  A folt  plus  grand 
que  C ; je  dis  que  D fera  plus  grand  que  F;  ft 
égal,  égal;  fi  plus  petit’,  plus  petit:  car  C, 
ayant  été  pofé  plus  petit  que  A^  la  raifon  de 
C à ô eft  plus  petite,  que  celle  de  A kB 
donc  puifque  B.C::  D.  E^  & permutando  C. 
B : : £.  D , la  raifon  de  £ à D dl  plus  petite 
que  celle  de  Ah  B ,ou  que  celle  de  £ à /• , qui 
eft  la  même.  Ü eft  donc  plus  grand  que  F f ; le 
' refte  eft  aifô. 

Proposition  IX. 

^7  Si  quatre  grandeurs  font  en  proportion , la  plus 
grande  jointe  avec  la  plus  petite fer  a plus  grande 
que  les  deux  autres  enfemble.  Eucl.  V.  Prop.  25, 

Soient  ces  quatre  grandeurs  en  proportion 
A.  B\:  C.D.  Je  fuppofe  A la  plus  grande  & L> 
la  plus  petite,  & je  dis  que  A—yDt'B  — f-C. 

Soit  A' l’excès  de  WpardefllisB , & Z l’excès 
de  C par  ddîus  D ; ainft  A — X — B , ôcCz=Z 
^ D.  ]e  mets  donc  ces  nouvelles  valeurs  en 

pla, 

♦ /up,  ffi  91»  t 
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place  de  & de  C , & j’ai  cette  proportion  'X^ 

—h  B .B::X-\-D.D,  qui  eft  la  meme  que  la 
précédente.  Il  faut  donc  démontrer  X B 
~+  D B -\-Z—r  D.  J’en  retranche  de  parc 
& d’autre  la  grandeur  B -+  ; ainfî  il  ne  relie 

plus  qu’à  démontrer  X ’P'  Z.  i. 

Puifque  X eft  la  différence  de  Z b.  B,  & Z 
celle  deCàD,/?  — B = — Z)  = Z. 

Or  y1  — B.  B::  C — D.  D».  Mettant  donc  A" 
& Z en  place  de  leurs  égales 
on  aura  X.B  ::  Z.  D ou  ahernando  ^ X.  Z 
: : B D , B.  D : : A.  C , fuivant  la  fuppo- 
fition.  Ainfi  J étant  plus  grand  que^C,  aufU 
X P Z;  ce  qui  reftoit  à prouver. 

Propos'itionX. 

L es  grandeurs  faites  de  grandeurs  égales  ^ in- 
égales , font  entre  elles  comme  les  inégales^ 

Soient  ces  deux  grandeurs  ab^ac^  on  peut 
concevoir  qu’elles  font  faites  dc^&de^'  mdti- 
pliez  par  a ; ainfi  ab.  ac  ::  b.  e de  même 
a bd.  acd  b.  c. 

Corollaire. 

Âinfi  les  triangles  ÿ les  parallélogrammes  de 
meme  hauteur  J ont  Pun  à l^autre  commue  leurs 
bafes.  Eucl.  VI.  Prop.  i.  . 

Les  grandeurs  des  triangles  & des  parallélo- 
grammes * dépendent  de  leur  hauteur  & de 
leurs  baies  ; donc  fi  la  hauteur  eft  la  même 
ils  feront  comme  leurs  bafes.  ^ 


«.  SI.  h fup.  K.  ^6. 
• Z.  ».  130.  6*  135. 
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Des  rdfons  & proportions  des  Lignes , des 
Triangles,  des  Figures,  tant  de  leurs 
côtez  & circuit , que  de  leurs  lürfaces. 


S E.C  T I 0-N  PREMIERE. 


Méthode  pour  trouver  & démontrer  les 
raifons  & les  proportions  des  Lignes. 

Avertissement. 

i E L O N la  notion  qu'mon  a donnée  des 
raifons  ^ des  proportions , il  efi  évi- 
^ dent  que  pour  démontrer  que  quatre 
hijines  font  en  proportion  ^tl faut  faire 
voir  que  fi  on  les  aivifoit  en  deux , ou 
en  trois , ou  en  tant  de  parties  qu'en  voudra  : fi 

çha- 
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thaque  partie  de  la  première  étoit  égale  à chaque 
partie  de  la  fecottde,  chaque  partie  de  la  trotte- 
me  ferait  auffi  égale  à chaque  partie  de  la  quatriè- 
meJi  les  parties  de  la  première  étaient  plus  gran- 
de que  celles  de  la  fecande , celles  de  la  trotfieme 
feraient  plus  grandes  que  celles  de  la  quatrième  ; ^ 
Ji  plus  petites , plus  petites  ; ^ que  Ji  chaque  par- 
tie de  la  première  ne  fe  trouvait  pas  tant  de  fois 
dans  la  fécondé , chaque  partie  de  la  troifieme  ne 
fe  trosn'eroit  pas  exaâiement  tant  de  fois  dans  la 
qua&iqipe.  Enfin , que  s'il  y avoit  excès  ou  dé- 
faut , en  divifant  la  première  ^ la  fécondé  l'une 
par  l’aurre,  il  y aurait  excès  ou  défaut^  en  divi- 
fant la  trotfieme  ^ la  quatrième  l'une  par  l'au- 
tre. C'eji  la  méthode  la  plus  naturelle.,  puifque 
raifan  n'eft  que  la  maniéré  de  contenir , ç/  d'etre 
contenu'.,  ^ l'on  ne  fauroit  prouver  plus  fenfible- 
ment  qu'une  première  Ligne  ejl  contenue  dans  une 
fécondé , comme  une  troifieme  dans  une  quatrième 
qu'en  prouvant  de  ces  quatre  Lignes  ce  que  mus 
venons  de  dire.  C'ejl  la  méthode  qu'on  va  fuivre. 

Définition. 

On  appelle  Efpace  parallèle , celui  qui  ejl  com-  I 
pris  entre  deux  lignes  parallèles. 

A'  & Z étant  deux  lignes  parallèles , l’efpa- 
cc  qu’elles  renferment  fe  nomme  elpace  pa- 
rallèle. 

Lemme  Premier. 

Si  l'on  coupe  un  efpace  parallèle , ou  la  perpen-  2 
diculatre  qut  le  mefure , par  des  lignes  parallèles',  n 
les  lignes  obliques  comprifes  dans  cet  efpace  fe- 
ront partagées  en  autant  de  parties , que  la  per- 
pendiculaire. 

X&L  Z deux  parallèles  renferment  l’efpace, 
que  la  perpendiculaire  DC  mefure.  La  ligne 

H 7 
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yffîeft  une  oblique,  corn-  ^ ^ 

prife  danscetefpace,  fion  " 

divife  DC  en  trois  parties, 
menant  les  deux  parallèles 
K & i'  ; je  dis  que  ces  deux 
parallèles  couperont  aufiî 
en  trois  parties  l’oblique 
jlB.  Cqs  deux  parallèles  E &.  F divifant  tout 
i’efpace  parallèle , compris  entre  X & Z , en  ' 
trois  autres  efpaces  parallèles , dans  lefquels  fe 
trouve  l’oblique  AB , auffi-bien  que  Ainfi 

elle  eft  divilee  en  autant  de  parties , que  la  per- 
pendiculaire üC  ; ce  qu’il  falloir  prouver. 

L E M M E II. 

3 Les  lignes  obliques^  qui  dans  des  efpaces  pa- 
ra! le  les  égaux  font  les  mêmes  angles , font  égales^ 
également  obliques. 

Soient  Z & A' deux  efpaces  parallèles  égaux , 
oU  les  lignes  obliques  Bu’  & ü/ font  les  angles 
, BGli^EFGé-  B E 

gaux;jedisqueces 
deux  lignes  font  é- 
gales  , & égale- 
ment obliques.  Des 
points  B & £,  je 
mené  perpendicu- 
lairement les  lignes  B//&  EG , lefquelles  font 
égales  * ; ainü  les  triangles  B C H,  E F G font 
r&an^les  & entièrement  égaux  f;  <Sc  partant 
• BC  dt  £/‘fjnt  des  lignes  égales:  comme aufli 
C/^  & FG;  par  conféquent  f B C «St  BFfont  éga- 
lement obliques;  ce  qu’il  falloir  prouver. 

Lemme  III. 

4.  Les  lignes  obliques  qui  font  les  mêdies  af^les ^ 

^ . dans'' 
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dans  des  efpaces  parallèles  inégaux , font  inégales', 
plus  grandes , Ji  Pefpace  ejl  plus  grand  ; plus  pe^ 
tites , Ji  l^efpace  eji  plus  petit. 

Les  lignes  BC  oc  FG  obliques  dans  le^efpa-, 
ces  A'&  Z , font  les  mêmes  angles.  La  perpen- 
diculaire Ad  eft  plus  grande  que  A’r  ; ainfî  l’ef- 
pace  X efl:  plus  grand  que  l’efpace  Z : il  faut 
démontrer  que  l’oblique  F G ell  plus  petite  - 
que  l’oblique  bC.% 

Soit  pris  fur  B A h partie  B /7  égale  k EF, 
&par/i  Toit  menée  une  parallèle  à la  bafe ; ' 
les  deux  triangles  A8C  B 

& EFG  étant  reilangles 
& l’angle  SCA  étant  é- 
gal  à ÏGE,  comme  on 
le  fuppofe , ils  font  é- 
quiangles  »,  L’angle 
BKh  eft  égal  à BCA , 

& BHK  à Si  AC  Ainfi  le  triangle  BKH  efl 

équianglc  avec  B A C \ de  partant  avec' /'G  E. 
On  fuppolé  FE  égal  à B//;  donc  F G =2  B K 
Or  B A efl:  partie  de  B C ; donc  FG  égale  à 
BK  eü  aufli  partie  de  BC , & par  conféquent 
plus  petite;  ce  qu’il falloit  démontrer. 

TheoremeI. 


Ayant  partagé  un  efpace  parallèle  par  deux  5 
ou  pl^fi^tirs  parallèles,  la  perpendiculaire  de  cet 
efpace  ^ la  ligne  oblique  qui  y fera,  jerent  cou^ 
pées  proportionnellement . 

i».  La  ligne  oblique  fera  coupée  en  autant  de 
parties  que  la  perpendiculaire,  par  le  Leminc 
premier  Si  par  exemple,  la  perpendiculaire 
eft  coupée  en  cent  parties, l’oblique  feraauflî 
coupée  en  cent  parties. 

20.  Si  les  parties  de  la  perpendiculaire  font 

éga- 

a L.  2.  a.  «O.  b L.  Z.  K.  VU  Q L.i.n,  é n.  a* 
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égales  entre  elles, celles  de  l’oblique  feront  éga- 
les entre  elles , par  le  Lemme  fécond  * : car  ces 
obliques  font  les  mêmes  angles  fur  ces  parallè- 
les t;ainfi  elles  font  égales  & également  obli- 
ques , félon  ce  Lemme.  Si  les  cent  parties  dans 
lefquelles  la  perpendiculaire  a été  coupée  font 
toutes  égales , les  cent  parties  de  l’oblique  fe- 
ront donc  aulïï  toutes  égales. 

30.  Si  les  parties  de  la  ^rpendiculaire  font 
inégales , celles  de  l’oblique , félon  le  troifieme 
Lemme,  font  aulTi  inégales.  D’ob  il  fuit , que  fi 
on  prend  cent  parties  égales  dans  la  peroendi- 
culaire , & qu’il  refie  une  partie  qui  loit  ou 
plus  petite  ou  plus  grande,  l’oblique fe  trouve- 
ra divifée , de  forte  qu’après  les  cent  parties 
égales,  il  y aura  un  refie  plus  petit, fi le refte 
de  la  perpendiculaire  efi  plus  petit  ; plus  grand , 
fi  le  refie  de  la  perpendiculaire  efi  plus  grand, 
comme  on  l’a  prouvé  dans  le  Lemme  troifieme. 
Partant  comme  la  toute  fera  contenue , ou  con- 
tiendra la  toute , les  parties  feront  contenues  ou 
contiendront  les  parties.  Ainfi , félon  la  notion 
des  proportions , les  deux  lignes  dont  il  efi 
queftion  font  coupées  proportionnellement. 

Theoreme  II. 


6 


Pîujïeurs  Urnes  obliques  étant  dans  un  même 
efpace  parallèle , Jî  on  coupe  cet  efpace  par  une 
ligne  parallèle , ces  lignes  feront  coupées  propor^ 
tionnellement. 


Les  lignes  obliques  £/’& 
MN  font  entre  deux  paral- 
lèles , entre  lefquelles  AC  efi 
perpendiculaire.  Cet  efpa- 
ce efi  partagé  par  Z une  pa- 
rallèle: donc  par  le  Théore- 


? Xuf*  n,  1^.  I’  £«  2|  Sa  Z/» 


me 


Digilized  by  Googk 


Livre  W,  Seüion  1.  \ 8| 

me  précédent  MN,  AC  : : de  mô- 

me LF.  AL  ::  EG.  AB.  Et  altermndoMN. 
MD  : : AC.  AB  : : EF.  EG.  Donc  MN,  MD 
::  EF.  EG.  Etpermutando MN. EF:  : MD. 
EG;  ce  qu’il  falloit  prouver. 

THEOREME  IIL 

Les  lignes  obltcfues  qui  font  les  memes  angles  7 
dans  des  efpaces  parallèles  differens , font  entre  el- 
les comme  ces  efpaces. 

Les  lignes  BC  &.  FG  obliques  font  les  an- 
gles BCA  & FGE  égaux;  par  conféquent  û 
A B eü  égal  à £ T,  par  le  Lemme  fécond  * 

B C = f G. 

Si  AB  eO:  plus  grand  que 
£ y par  le  Lemme  troifieme** 

BC  fera  plus  grand  que  FG. 

Si  AB  éfl  par  exemple  triple 
de  £F,  alors  BC  fera  triple  de 
FG  : car  fuppofant  que  B/Z  eft  _ âge 
partagé  en  trois  parties  égales;  ^ * 

par  le  Lemme  dernier  ^ BC  fera  aufli  partagé 
en  trois  parties , lefquelles  par  le  Lemme  fé- 
cond ^ feront  chacune  égale  kGf  \ car  ces  par- 
ties font  les  mêmes  angles  « : ainfi  elles  font  éga- 
lement obliques  ; ainli  B C ell;  triple  de  E'G  , 
comme  nous  venons  de  le  démontrer. 

Par  cette  méthode  on  démontrera  que  telle 
partie  que  ££efl:  de  A B , l’oblique  £G  eft  par- 
tie de,  l’oblique  B C ; ou  que  comme  £ F fera 
contenue  en  AB,  aulli  FG  fera  contenue  en  BC. 

Si  //B  eflégaljou  contient  une  ou  plufieurs 
fois  EF,  plus  quelque  relie,  on  démontrera 
que  BC  ell  égal  ou  contient  de  la  même  ma- 
nière une  ou  plufieurs  fois  exaélement£G , plus 

quel- 

a fuf>.  n.  3.  b /up.  n.  4,  c /up.  k.  x.  i/ap-  «•  î» 
t L,  Z,  n.  Z7. 
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quelque  Ifefte.  Ainli  les  lignes  également  obE 
. ques,  &c.  ce  qu’il  falloit  démontrer. 


S E C T I O N II. 

• Des  Raifôns  & Proportions  des  cotez 
des  Triangles.  . ^ 

Définition  I. 

8 T^Eux  T'riaMgles  font  dits  femblabîes^  îorf- 
J J que  leurs  cotez  font  des  angles  égaux , ou 
qu'ils  font  e'qaiangles. 

Définition  II. 

P Dans  'les  "Triangles  femblables  que  l'on  compa^ 
re^  lés  cotez  ofpofez  aux  angles  égaux  font  nom- 
niez , Cotez  Homologues . 

X ^ Z font  des  trian- 
gles femblables  ou  équi- 
angles , chacun  de  leurs  y/ 
côtez  , comme  AB  Ça  / 

DE  oppofez  aux  angles  / 

égaux  C font  nom-  ^ 

mez  Homologues,  c’eft-  " 
à-dire  , proportionnels.  On  va  démontrer,  ‘ 
que  ce  nom  leur  convient. 

T HEOREMEtl. 

10  Deux  Triangles  femblables  ont  leurs  cotez  pro- 
portionnels. Eucl.  VI.  Prop.  4. 

Je  mene  par  le  fommet  des  deux  triangles 
ABC  & DEFdzs  lignes  parallèles  à leurs  baies , 
& de  leur  fommet  j’abailTe  fur  ces  bafes  les  per- 
pendiculaires A'  & Z.  /*>.  précédente. 

Les  angles  ABC  Sir  DEEioüt  égaux;  les  obli- 
ques 
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ques  AC  & DFfont  aufli  les  mêmes  angles: 
Donc  AB.  DE  : : X Z : : AC.  DF*. 

Ainfi  AB.  DE  : : AC.  D F.  En  menant  par 
B & E des  lignes  parallèles  aux  côtez  AC  &. 
DF,  on  démontrera  de  la  même  maniéré  que 
AB.  DE  ::  BC.  EF,  & qu’ainfi  deux  trian- 
gles, femblables  ont  tous  leurs  côtez  propor- 
tionnels. 

C^eji  pour  cette  raifon  qu* on  appelle  Homolo^^ 

• guei , les  cotez,  qni  fe  répondent  dans  les  jigures 
femblables  ; parce  que  ces  cotez  [ont  proportionnels 
tes  uns  aux  autres , ou  qu'ils  ont  même  raifon  ’, 
ce  que  Jigni fie  ce  mot  Homologue. 

TheoremeII. 

Deux  triangles  femblables  à un  troifieme  font  ^ ^ 
femblables  entre  eux.  Eucl.  VI.  Prop.  2i. 

Soient  A,B^C  trois  triangles.  SiA&cC font 
femblables  à fî , les  angles  de  B font  égaux  à 
ceux  de  A'&.dcC:  Donc  les  angles  de  &de 
C font  auflî  égaux  les  uns  aux  au':rcs  *>.  Ainfi , 
félon  la  première  Définition  , /f  & C font 
femblables. 

T H E O R E M E III. 

Si  deux  triangles  ont  leurs  cotez  proportionnels,  12 
ils  feront  femblables.  Eucl.  VI.  Prop.  5. 

Les  côtez  des  deux  triangles  ABC  & DEF 
font  tels,  que  A B.  BC  ::  FE.  ED,  de  AC. 

AB  : : DF.  EF.  Je  dis  que  ces  deux  triangles 
font  femblables. 

Je  fais  fur  A A l’angle  C?  EF  égal  à ABC,&: 
l’angle  EFG  égal  à Ùy-fC;  ainfi  EG'Feft  égal 
k Al  B Par  conféquent  EFG  & ABC  font 
deux  triangles  femblables  Ainfi  il  ne  s’agit 

plus' 

7.  b Zr.  î.».S2.  c/up^.n.9.  d L.z.n.tO/. 

e fup.  N. 
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plus  que  de  mon*  Cl  jB 

trer  que  les  deux 
triangles  ÊFG  (5c 
£/'Zilont  égaux;  \ 

& qu’ainfî  \ 

le  même  que  ^ 

EFG  , eft  fem- 
blablc  à ÀBC. 

Puiique  EFG  & ABC  font  femblables , donc 
AB.  BC::  EF.  EG.  Par  la  foppofition,  AB. 
BC:  : EH.  ED',  donc  &£/>>,  qui  ont  une 
même  raifon  avec  EF,  font  égaux  On  dé- 
montrera de  la  même  manière  que  tous  les  cô- 
tez  de  EFG , font  égaux  à C(2ux  de  EFD\  ce 
qu’il  falloit  prouver. 

Theoreme  IV. 

12  Deux  triangles  font  femblables  ,lorf(fu* ils  ont  un 
angle  égal , les  cotez  qui  comprennent  cet  angle 
proportionnels.  Eucl.  VI.  Prop.  6.  même  figure. 

L’angle  FcL)  eft  égal  à ABC  & AB.  BC  : : FE. 
E D ; je  dis  que  ABC  & FE  D font  entière- 
ment femblables.  Pour  le  prouver , je  fais  com- 
me ci-defllis  le  triangle  EtG  femblable  à ABC, 
&je  montre  en  la  même  maniéré,  que  les  trian- 
gles EFG  & DEFont égauxtcar  AB.  BC::  EF. 
EG  : : EF.  ED.  Ainfi  EG  ài  ED  ont  une  mê- 
me raifon  avec  EF:  donc  ils  font  égaux  K Or 
puifque  l’angle  £)£/  eftfuppofé  égal  à l’angle 
ABC:  donc  il  l’eft  à FtG , qu’on  a fait  égal 
à ABC.  Ainfî  ces  deux  triangles  ÜEF&  G EF, 
ayant  deux  côtez  égaux  EG  b,  ED,  EFk 
EF,  & les  angles  FED  & G AA  que  ces  côtez 
comprennent,  égaux,  ils  font  égaux  c.  Donc 
puifque  Dù^F&l  CB  A font  femblables  à EGA, 
ils  font  femblables  entre  eux 

T H E o- 

L.l.n.iz,  b£.z.«.S2.  e L.t.n.ÿl,  à/up.n.ii. 
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Theoreme  V. 

Si  deux  triangles  ont  un  an^le  é^aî  à un  an-  14 
gle^  ^ les  cotez  au  lonr  d*un  autre  proportion- 
nels ^ les  troijïemes  angles  étant  de  meme  efpece^ 
c'ejl-à-dire  ^ ou  aigus  ^ ou  droits,  ou  obtus,  ces 
deux  triangles  font  équiangles  ; Çÿ  les  angles , 
dont  les  cotez  font  proportionnels  , font  égaux. 
Eucl.  VI.  Prop.  7. 

Soient  ces  deux  triangles  ABC  & DEF,  l’an- 
gle A eft  égal  à l’angle  Z) , & les  côtez  qui  com- 
prennent un  autre  angle  proportionnels;  je  dis 
que,  fi  C & F font  demêmeefpece,  ces  deux 
triangles  font  équiangles  ; & les  angles,  dont  les 
côtez  font  proportionnels , ^aux. 

Que  C Ik  F foient 


les  angles  fi  &£  for 
égaux , comme  C &c  F 
Si  fi  ell  égal  à £ , ces  triangles , félon  la  Pro- 
pofiuon  précédente, font  équiangles.  Mais  fi 
£ eft  plus  grand  que  £,  foit  fait  ABG  égal  à 
ÜEt  » , dont  le,  troifieme  angle  fera  égal 
au  troifieme  pg^le  partant  aigu  comme 
lui  ; & ABGk  Z)£f  feront  équiangles , & fem- 
blüblcs  t ainfi  AB,  BGi  t £)}£,  EF,  Oronlup- 
pôle  que  ££.  EF:  : AB  BC.  Ainfi  AB.  BG 
::  DL.  Eh::  AB.  BC:  donc  fiC &fiG ayant 
une  même  raifon  avec  A ‘J , font  éf>-aux  c : âinfi 
le  triangle  ^fiC  eft  irofcelc,  dcparconféquent 
les  angles  BCG  & BGC  feront  aigus  ^ 6c  •'»ar 
conféquent  BGA  fera  plus  grand  ou’ un  'droit  - 
Mais  l’angle //(?fi  a été  démoatrc  é&d  àranL-;ic 


a L.  Z,  «.  29.  b /y 
d L.  Z n 8 .5.  c . 
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F,  qu’on  a fi^pofé  ai- 
gu; ainû  il  leroit  en 
même  tems  plus  grand 
& plus  petit  qu’un 
droit  ; ce  qui  eu  ab- 


furde. 

Que  C & F ne  foient  pas  aigus  : donc  BGC 
ég^à  C ne  fera  pas  aigu;  ce  qui  ne  peut  pas  v 
être  a.  Par  conféquent  les  angles  ABC  & E font 
néceflairement  égaux  ; ainfi  ABC  & Z)£Ffont 
entièrement  équiangles  ^ Donc  fi  dans  Tes 
deuit  triangles , &c. 


T HEOREME  VI. 

\ 

15  S/  deux  triOnirîes  femblabïes  ont  m point 
commun  , ^ /<?J  cotez  homologues  parallèles , les 
deux  autres  cotez  fe  rencontrent  direiiemenu 
• Eucl.  VI.  Prop.  3Z. 

Soient  ces  deux  triangles  femblables  ABC  y 
DCE,  qui  ont  un  point  coin-  . 
mun , favoir  C ; les  côtez  AB  & ’^/\  p 
DC  font  parallèles,  comme  / \ A 
aulTi  /C&£>£;  jedis  queBC  / \/  \ 

-V  C F eft  une  ligne  droite,  q r 

Puifque  AB  à:  DC  font 
parallèles , l’angle  BAC=iACD^,&  l’angle 
ABC=z!JCEp2Lr  la  fuppofition ; donc  les  trois 
angles  AC  B , ACD , DCE  font  égaux  aux  trois  ' 
angles  ACB , CAB  , ABC  du  triangle  C, 
lefquels  valent  enfemble  deux  droits  ^ : donc 
BCE  eft  une  ligne  droite 


Theoreme  VII. 


Lorfqtéon  coupe  deux  cotez  d^iin  triangle  par 
une  ligne  parallèle  à la  bafe  de  d'angle  qu'ils 


^ Xi«2«  7^* 


^ Xr« 
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comprennetn  ^ ils  fout  coupez  proportioHuellemeut. 

Eucl.  VI.  Prop.  2. 

Soit  le  triangle  ÀBC  ,]e  mene  parallèle 
à BC , je  dis  que  /1E.  EB  : : ^f.  FC.  Le  trian- 
gle/fÉ/"  efl:  femblable  au 
triangle  -/^PCjpuifqu’ils  font 
équiangles  »:  car  outre  que 
Pangle  Â efl  commun , l’an- 
gle AEF=zABC,&l  l’angle 
AFE  AC  donc  A B. 

'AE:i  AC.  AF<^  & dividendo 
àAB~^  AE.  AEwAC^  AF.  AF.  Or  A B — AE 
:=EB,&AC.-^  AF=  FC.  Donc EB.AE:: FC. 
AF.  Permutando , AE.  EB  : ; AF.  FC. 

Thèoreme  VIII. 

Si  Fannie  d'un  triau^le  eji  coupé  eu  deux  égale-  vj 
tuent  par  une  ligne  droite , qui  coupe  aujfi  la  bafe^ 
les  fegmens  de  la  bafe  feront  F un  a F autre  comme 
les  deux  autres  cotez.  Et  Ji  cela  efl , la  ligne  tirée 
dufommet  a la  bafe  coupe  F angle  en  deux  égale* 
ment.  Eucl.  VI.  Prop.  3. 

Soit  le  triangle  A BD. 

La  ligne  fi  C tirée  du  fom- 
met , coupe  l’angle  fi  en 
deux  également.  Il  faut 
prouver,  i°.  que/^fi.  BD 
: : AC.  CD.  Soit  mené 
DE  parallèle  à BC , & pro- 
longez le  côté  AB  jufqu’à 
ce  qu’il  rencontre  cette 

gàrallele.  LesanglesvffiC 
: AED  font  égaux  « & par 
la  même  raifon  CBD  bi  B DE  f.  On  fuppofe' 
ABC  & CB  D égaux:  donc  CBD  & B ED  fe- 
ront 

i fup.H.t.  hL.i.nzi.  C 10.  é L,i.n.Si* 
eL.i.n.zj.  f L.i.n.ti, 
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font  aufli  égaux,  & par  conféquent  BDE  & 
BED\  ainli  le  triangle  DBE^  étant  ifofcele. 
BD  = üii.  Or  AB.  AC 
; : B £ ( ou  BD)  CD  », 

Donc  AB.  AC::  BD  CD. 

& alternando  A B. BD::  AC. 

CD. 

2«».  Il  faut  prouver  que 
fi  cela  eft,  B C coupe  ABD 
parla  moitié.  Puil^efup- 
pofant  comme  deffUs  DE 
parallèle  à B C.  & A Bpro- 
Iongéeen£,al6rs/fB.B£  ^ C I> 

: : BC.CD‘»,&;parl’hypothefe/fB.BD::/#C. 
CD  : doncB£=:BD<^y6Llc  triangle  DBE  fera 
ifofcele  & aura  les  angles  B E D=:B  D E c; 
mais  à caufe  des  parallèles  BC,  ED.,  les  an- 
gles ABC,  B ED  ou  fon  égal  BDE  feront  é- 
gaux  comme  aufli  CBZ) , BDE  g : donc  l’an- 

gle AbC=zCBD  i ce  qu’il  falloir  prouver. 

Définition  I. 

Les  lignes  antiparalleles  font  celles  qui  fur  les 
lignes  qu'elles  coupent  font  bien  les  mêmes  an* 
gles  y mais  c'eji  d'un  autre  coté. 

Les  lignes  parallèles  ^ 

font  les  mêmes  angles 
d’un  même  côté , avec 
les  lignes  qu’elles  cou- 
pent Si  AE£r=iABC,\es 
lignes  EE  & BC  feroient 
airkfi  parallèles  ; mais  fi 
AfE=:ACB , ces  lignes  font  antiparallcles. 

T HEO- 

a fap.  n.  IS.  b fiif.  ».  S6.  c T.  3.  «•  51. 

d n 57*  ^ ^ 
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T H E O R E M E IX. 

Ltrfy  u*o»  coupe  les  côiez  Ü'wt  triangle  par 
tine  ligne  antiparallele  à fa  bafe , 'les  cotez  de  ce 
triangle''font  coupez  en  proportion  réciproque» 
Même  Figure. 

Füeft  antiparallele  à BCrainfi  AFE'^.ACB  y 
^AEF  z=:ABJ.  Le  triangle  AEF  a donc  les 
mêmes  angles  que  ABC , 6l  par  conféquent  ils 
font  (èmblables,&  leurs  côtez  font  proportiop- 
nels*;  mais  leurs  cÔtez  homologues  n’ont  pas 
la  même fituation,  car  AB  n’eftpas  homologue 
avec  AF  J mais. avec  AE:  ainfi  ces  côtez  AB 
& ne  font  pas  coupez  dans  une  proportion 

droite.  AB  n’efl:  pas  à comme  AC  à AE^ 
de  forte  que  de  ces  quatre  grandeurs,  la  premiè- 
re efl:  à la  quatrième  comme  la  troiûeme  à la  fé- 
condé. AB.  AE  : : AC.  AF.  , . ' 

PROBLEME  I. 

Couper  une  ligne  draite  femblablement  à une 
ligne  qui  eji  déjà  coupée., Kncl.  VI.  Prop.  lO. 

La  ligne efl;  coupée  en  trois  parties  AB, 
BC  ^CD  : on  propofe  de  couper  la  ligne  AG  en 
trois  parties  pro- 
portionnelles à 
celles  de  AD.  Je 
joins  A G avec 
A ü ; de  forte 
qü’elles  faflfent 
un  angle  , quel 

qu’il  Voit.  Après  je  mene  par  les  points  G &.D 
une  ligne  droite  à celle-ci  des^aralleles  par 
les  pojnts  S & C de  la  coupée.  Les  parallèles 
coupent  A G,  en  trois  parties , qui  font  propor- 
tionnelles à celles  de  AD  :car\  A D.  AC  : : AG» 
AF,  & AC.  AB  : : AF.  AE  : ainûon  a fait  ce  qui 
étoit  propofé.  . 

I Pro- 


a 


1^4  Elémtns  de  Géométrie. 

P R O B L E M E 1 1. 

fil  Dtvifer  une  ligne  en  tant  de  parties  égales  qtC en 
•voudra.  ' ' , 

La  ligne  donnée  efl  X,  qu’il  faut  divifer  en 
trois  parties  : je  la  joins  avec  Z une  ligne  infinie; 
de  forte  qu’elles  falîent  . 
l’angle  ZAX^  n’importe 
de  quelle  grandeur.  Ayant 
ouvert  le  compas  au  ha- 
zârd  , & mis  une  de  les 
pointes  fur  /f , je  marque 
îur  Z de  fuite  avec  la  mê- 
me ouverture  trois  parties  égales  : après  de  B , 
extrémité  de  ces  trois  parties^je  mene  une  ligne 
au  point  C,  extrémité  de  A'r&à  celle-ci,  des 
parallèles  par  les  divifionsdez  ;felon  ce  qu’on 
vient  de  démontrer  dans  le  Problème  précé- 
dent, AC  fera  divifé  femblablement  en  AB  ^ 
c’elt-à-dirc , en  trois  parties. 

PROBLEME  I I I. 

22  Retrancher  d'aune  ligne  telle  partie  qu'on  vou^ 
dra.  Eucl.  VI.  Prop.  9. 

Si  de  AC  y fig.précéd.  on  veut  retrancher  la 
troifieme  partie i il  n’eft  queftion  que  de  di- 
vifer  AC  en  trois  parties,  lùivant  le  Problè- 
me précédent,  & retrancher  de  AC  une  de 
ces  trois  parties. 

ProblemeIV. 

^3  Deux  lignes  étant  données , trouver  une  troi- 
Jieyne  qui  fait  à la  jeconde , comme  celle-là  ejl  à 
la  première  ; ou  à deux  lignes  données  trouver  une 
troifteme  proportionnelle.  Emq\.  VI.  Prop.  II. 

• La  première  ligne  eft  AB , la  fécondé  BC  ; 
je  joins  çcs  deux  lignes  de  forte  qu’elles  nefaf- 
fe  v 'iii’unc  ligne  droite:  enfuitc  je  prens  AD 
à je  joins  avec  AB , de  forte 

cu’d- 
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qu’elles  faflènt  un  angle 
quel  qu’il  foit.  J e mene  de 
Ù une  ligne-fur  j,  <Sc  à cel- 
le-ci une  parallèle  par  le 
point  - -•  je  prolonge  jW 
jufqu’à  ce  qu’elle  rencon- 
tre la  parallèle  . £ ; ce  qui 
étant  fait, je  dis  que  ÜL  eft  la  troifîeme pro- 
portionnelle cherchée. 

Car  a eft  à iü  o\xk fon  égale  fîC,  com- 
me eft  à 4 t.  ; & partant  comme  4C  — 43 

eù.k4£-^  4Dt  c*eil-à-dire , comme  B.  , eft 
^ D E;  ainû  a B.  B C £ ; ce  qui  étoit 
propofé. 

PROBLEME  Y. 

Trouver  une  qu^^trieme  proportionnelle  à trois 
lignes  quifo»t  en  proportion,  Üucl.  VI.  Prop.  12. 

La  première  eft  ./£;  la  fécondé  4ü^  avec 
lefquelles  je  fais  l’angle  quel  qu’il  foit 
troifieme  eft  BC  que  je 
joins  avec  4B , de  forte 
que  toutes  deux  faflent 
une  ligne  droite  : après  je 
mene  par  B D une  li- 
gne droite,  & à celle-ci 
par  le  point  C la  parallèle 
C£:  je  prolonge jufqu’à  ce  qu’elle  rencon. 
tre  cette  parallèle  C£;  ce  qui  étant  fait,  je  dig 
que  DE  eft  la  quatrième  proportionnelle  : car  c 
4B.  AC  : : 4D.  4E  ;ainfi  dividendo  4B,  4Q 
--  ABw  4D.  AE~-  '4D\  c’êft-à-dire,  que 
AB.  BC  \ \ AD.  DE.,  & par  conféquent  <1/- 
tehqndo  AB.  AD  i'.  BC.  DE.  * * 


24 


Problème  VI. 

Trouver  toutes  les  réciproques  pojjibles  à deux  gç 
lignes  données.  I a Soient 

16.  bZ>. 3.R. c/up^nlOt  d L.i.n.^%. 
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Soient  leis  deuxlignes  données  AB  &AC:  i\ 
feut  prendre  A B , plus  petite,  fur  la  plus 
" grande  AC,,&.  faire  un  cercle  qui  ait  la  pli^ 
grande  pour  diamètre  ; enfuite  du  point  B ou  la 
plus  petite  fe  termine , tirer  fur  ce  diamètre  une 
perpendiculaire  indéfinie , comme  2. 

'Toute  ligne  qu’on  mè- 
nera de  A qui  coupera 
l’indéfinie , &-fe  termine- 
la  au  cercle  comme  AD , 
ou  qui  coupera  le  cercle 
& fe  terminera  à l’indéfi-  O- 
' nie,  fatisfera  au  Problè- 
me. AÈ  & AD  font  réci- 
proques à AB  ^AC,  comme  aulîi  AF  & AG  : 
car  B £ cft  antiparâllelc  k DC,  puifque  AFB 
nzACD,  Sc  AB  E:=:  ADC  »:  ainfi  ces  lignes 
font  coupées  réciproquement  \ AFCz:iAbG  ^ 
& ACFzz  AGE  é:  donc  B G & FC  font  anti- 
• parallèles  ; ainfi  AC  & AG  font  coupées  réci- 
proquement. 

PROBLEME  VIL 

26  Sur  une  li^ne  donnée  décrire  une  figure  Je»f 
iîable  a une  figure  donnée.  Eucl.^  VI.  Prop.  l8. 

II  n’efl:  queftion  que  de  réduire  cette  figure 
, donnée  en  triangles  • , & fur  la  ligne  donnée  me- 
ner des  lignes  qui  faflent  les  mêmes  angles  oc 
forment  de  femblables  triangles. 

L E M M E I. 

27  Si  de  r angle  droit  d^ un  triangle  reéiungle  on  ti- 
' re  une  perpendiculaire  fur  la  hafe , cette  ligne  le 

partagera  eû  deux  autres  triangles  fembUbles  y 
y à lui.,  ^ entre  eux.  Eucl.  VI.  Prop.  8. 

Soit  ABD  un  trianglp  reélangle.  Si  de  A l’an- 
gle 

a L.  2.  «•  51  &*  î>.  ^ F*P’  *•.  **•'  ® î* 
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gle  droit  on  mene  JC  une  perpendiculaire  fur  la 
bafe  je  dis  que  les  trois  triangles  JBD , 
JBC , Acû  font  tous  trois  femblables. 

font  tous  reft- 
angles.  2®.  Les  deux 
triangles  JBD  & JBC 
ont  l’angle  B commun  : 
ainü  ils  ont  tous  leurs  an- 
gles égaux  »,  & par  con- 
léquent  femblables 
Les  triangles  JBD&  ADC  ont  auffi  l’angle  Z> 
commun  ; ils  font  donc  aufli  femblables.  Puif- 
que  ABC  & AÜC  font  lemblableiàun  troifie- 
me , ils  font  femblables  entre  eux  Par  confé- 
quentles  trois  triangles  rectangles  ABD  ,BC  A» 
CAD  font  femblables.  * 


T H E O R 'E  M E X. 

Lorfque  dam  un  triangle  reii angle  on  'tnen*  2% 
une  perpendiculaire  de  (*angle  droit  de  Vhypothé-' 
mfe  ; voilà  ce  qui  arrive: 

1°.  La  perpendiculaire  efi  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  parties  de  ï*hypothénufe. 

•2P.  Le  coté  majeur  efi  un  moyen  proportionnel 
entre  Ihypothénufe , ^ la  plus  grande  partie. 

3®.  Le  côté  mineur  efi  un  moyen  proportionnel 
entre  Vhypothénufe  Çÿ  la  plus  petite  partie. 

Parle  Lemme  précédent, le  triangle  reétangle 
ABD»  ell  divile  par  la  perpendiculaire  AC  en 
deux  triangles  rectangles  qui  lui  font  fembla- 
bles & entre  eux;  de  forte  que  ABD^CBA, 
CAD  font  trois  triangles  femblables.  Partant 
* I®.  BC.  AC  i : AC.  CD,oa-^  BC.  AC.  CD. 

10.  CD.  AD'.:  AD.  BD  o\x^  CD.  AD.  BD. 

3®.  BC.  AB::  AB.  B D BC.  ABi  • 
BD',  CQ  qu’il  falloit  démontrer* 

1.3  Pro- 

L.i.n.  19.  b fuf.n.%.  c fuf.n.it^  à/uf. 
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PROBLEME  VIII. 


59  Entre  deux  lignes  données  trouver  une  moyenne 
proportionne  lie.  Éucl.  VI.  PTOp.  13. 

Première  mamere 

Les  deux  lignes  données  fontyffî  &BC;  je 
les  joins  forte  qu*elles  faflentuue  ligne  droi- 
te , du  milieu  de  laquelle , qui  eft  (? , & defin- 
tervalle  de  fa  moitié , favoir  de  l’intervalle  yf  C, 

1*e  décris  un  demi  cercle  ;j’é-  j5 

eve  enfui  te  fur  B une  per-  

pendiculaire,quejeproîon- 
ge  jufquesàcequellefeter-  / .•*' 
xninsdans  la  circonférence  . j 
du  cercle , favoir , au  point  A O B *C 
■ Z);  je  dis  que  BZ)  eft  moyen- 
ne entre  élB  & üC. 


•L’angle  AÜC  dans  le  demi  cercle  efi:  droit  *t 

§ar  la  conftruélion  Bü  eft  perpendiculaire: 
onô  par  le  Theorérae  précédent  -JB  D eft 
moyenne  proportionnelle  entre  AB  &.  B C 
ou  AB»  BD.  BCm 


Seconde  mamere. , 

AB  & CB  fcmt  deux  lignes  données  ; je  pro- 
longe A B de  forte  que  BDr::AC  :6cde  O ècde 
A J comme  centres  d’intervalles  égaux  AB 
& CD , je  fais  deux  cercles  qui  le  coupent  en  Et 
la  ligne  EB  ou  EC  fera  la  moyenne  euae  AB 
&CB. 

Par  la  conftruéHon 
ABrszAE»  &C£=3 
BE  : donc  jE>^B  & 

CEE  font  deux  ifo- 
- fceles  ; ils  ont  l’angle  ..♦* 

• commun  yfB£:  donc  ^ 
ces  deux  ifofcelcs 

font 
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font  équiangles  • , & partant  femblables  ^ : donc 
A3.  Bh.  : : BCy  ow-^AB.  BE.  BC  c. 

PROBLEME  IX. 

Ayafit  les  trois  premières  lignes  et  une  progrès- 
fion  géométrique  de  lignes  y trouver  les  ouïr  es  À 3® 
l'infini. 

Soient  trois  lignes  en  progrclTion.  La  pre- 
mière eft  AC , la  lecondc  AD , la  croifiemc  ligne 
eft  À B , que  je  par-  -- 
tage  par  la  moitié  ; E ri 

& de  rîntervalle  de  yWr>C****'^*v 
cette  moitié  3 je  dé-  / 1 /l/ \ 
cris  un  demi  cer-  ^ / 1/  1/ 
de.  Je  prens  fur  u F B C ""  " ™ A 
cette  ligne /f  B une  . . 

partie  égale  à la  première  ligne  AC;&.  fiir  C 
j’éleve  une  peipendiculaire  qui  fe  termine  à la 
circonférence  du  cercle  au  point  D , d’oîi  je  me- 
né une  ligne  au  point  B,&;  ae  /f  par  ligne 

infinie  X.  Je  prolonge  auflS  à l’infini  la  ligne 
AB , que  je  nomme  Z ; enfuite  j’éleve  au  point 
B une  perpendiculaire  qui  coupe  X au  point 
Æj.ddquel  je  mene  une  perpendiculaire  qui  cou- 
pe 2 au  point  F,  o'u  j e dreife  une  perpendiculai- 
re qui  coupe au  point-G,d’oü  j’abaifle  une 
perpendiculaire  G/7,  & ainfi  de  fuite. 

" 1°.  La  ligne étant  moyenne  proportion- 
nelle entre & AB^^elï  égale  à la  fécondé- 
ligne  donnée,  qui  fc  trouve  ainfi,  fi  elle  n’é- 
toit  pas  donnée. 

2®.  Tous  les  triangles  ADB , ABE,  AEF^ 
AFG &c.  font  équiangles  «jpuifqu’outre  leur 
angle  commun  A'^Z,  ils  font  tous  reélanglesj 
car  l’angle  ADB  dans  le  dem  i cercle  eft  droit  f 
&;  par  la  conftruélion  EF  & //Gfontperpéndi-  ' 

I 4 cu- 

» fup.H.x.  efup.Ktft 

e Zr.  2.^  to.  f £,.1,  n.  44,. 
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culaires  fur  A",com-  ^ 
mtüC  ü£.Grle^ 
font  fur  Z:  ainfi, 
fuivanc  la  Défini- 
tion * ils  feront 
femblables , & au- 
ront ! leurs  côtez 


homologues  proportionnels  f : donc  ÂC.  AD 
Au.  AB,  &.  AD  AB:'.  AB.  w£,  & AB. 
A.  ::  AE.  AF  & At  AG  ::  AG.  AH^  &c. 
par  conféqueiit  AC.  AD.  AB.  AE.  AF. 
AG.  Au,  &c. 


ni  off  point  découvert  le 

**  moyen  de  trouver  avec  le  compas  ^ la  feule  rè- 
gle , deux  moyenne  proportiormelles  entre  deux  d" 

; gnes  données.  Un  les  trou-- 
ve  mécaniquement. 

Les  lignes  données 
font  AB  Q AG , 'qu'on 
joint  de  forte  qu'elles 
fajfent  un  angle  droit. 

On  difpofe  l'équerre  X 
de  maniéré  , que  fon 
angle  fait  fur  le  proton- 
gement  de  qu'ù- 

ne  de  fes  règles  rafe  G 
. extrémité  de  AC. 

Z ejî  une  fécondé  équerre  qu'on  difpofe  , en  for- ' 
te  qu'une  de  fes  règles  rafe  X , ^ l'autre  le  toint 
B extrémité  de  A B : ainfi  les  triangles  C D E 
DEB,  font  reéiangles  , D A EA 
fout  des  perpendiculaires  ; ainfi  A G.  AD. 

AE.  e/ -^^AD.AE.  K.B-.donc^KQ.h.D 

AE.  AB. 

Cette  invention  eft  de  Platon.  Defeartes  en 
Propofe  une  autre,  avec  laquelle  il  trouve  entre 

deux 

f fup.  n.  t.  t fifi”'  *<>•  t *• 
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deux  lignes  don~ 
nées  autant  de 
froportîonnelles  , 
en  veut. 

Léinflrnment 
- dont  il  fe  fert  efl 
compofé  de  plu- 
Jieurs  é:juerres , 

(fui  font  tellement 
ajufiées  les  unes  A C 

avec  1er  autrar^ 

lorfque  l'angle  Y SS.  efl  fermée  ou  que  1er 
deux  règles  F A ^ AE  touchent  y toutes  1er 
autres  règles  BC,  CD,  DF,  EF)i  touchent: 

$3*  viennent  au  point  K : fi  cet  angle  EAF  " - 
s‘ ouvre , ces  mêmes  règles  fe  pouffent  $5’  fe  chafr 
fient. 

Deux  lignes  étant  donc  données  y je  pouffe  Te» 
règle  BC  y de  forte  que  K B fait  égale  à la  plus:  • 

’ petite  y ^ f ouvre  l'angle  EAF  de  forte  que  la 
règle  D E fait  éloignée  de  A.  de  la  grandeur  da 
la  fécondé  ligne.. 

Il  cjl  évident  que  A C Ç5*  A D feront  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  AB  AE^ 

Pour  trouver  t lufieurs  moyennes  proportion-^ 
nelles , il  faut  augmenter  le  nombre  des  équer^- 
res.  > 

T K E O R E X E XI. 

Deux  cordes  *ui  fe  coupent  dans  un  cercle , ontt 
leurs  parties  en  proportion  réciproque. 

Soient  les  deux  lignes^  CE  qo?  fe 
coupent  au  point  yf  , il  faut  prouver  quefî/?.  . 
CA-.  ÂE./ID. 

Soient  tirées  BC,  £D;  elles  formerO'' : 
lies  deux  triangles  femblablcs  BAC,,  EA-lJ  ; 

■ 1-5' 
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car  les  angles  en  A font 
égaux,  & l’angle  B eft 
égal  à l’angle  E , puif- 
qu’ils  s’appuyent  fur  le 
même  aro  CD  ; donc  ils 
ont  leurs  côtez  homolo- 

Sues  proportionnels  ♦. 

)onc  B A.  CA  ::  A E. 

AD.  Donc ré- 
ciproquement JS  eft  à 
AE.,  comme  CA  k AD  * ce  qu’il  falloit 
prouver. 

L E M M E IL 

Si  iTuft  pomt  hors  d'un  cercle  on  lui  ment  une 
tangente  Ç5  une  fé conte , cette  tangente  ejl  moyen- 
ne  proportionnelle  entre  la  f/c  ante  entière.,  ^ fa 
partie  hors  le  cercle» 

Soit  la  tangente  CB  & la  fécante  CA  ; il  faut 
prouver  que  AC.  CB::  CB,  CD  y ou  ~^AC: 
CB.  CD. 

Les  deux  triangles  ACB  DCB  ont  l’an- 
gle C com- 
mun. L’an- 
gle DBC  a 
pour  (a  mefu- 
re  la  moitié 
de  l’arc  BD  f. 

Cette  moitié 
' eft  aufli  la 
mefùrc  de 
l’angle  BAC\.:zMi  les  deux  triangles  ACB 
& BDÇ  ayant  deux  angles  égaux,  & par  con- 
léquent  le  troifîeme , ils  font  femblables , & 
proportionnels  i : le  côté  ÜC  du  triangle  BCD 

eft 
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eft  homologue  avec  le  côté  fî  C du  triangle 
ÂCBi  ainfr^C.  BC\  : BC.  CD,  AC.^ 

£C.  CZ);  ^e  qu’il^lloit  démontrer. 

PROBLEME  X.  *. 

Divifer  me  ligne  en  telle  forte , que  là  pins  34 
grande  partie  fait  moyenne  proportionnelle  entre  la 
plus  petite  la  toute:  ce  qui  s'appelle  Moyen*  - 
ne  ÿ Extrême  raifon.  Eucl.  VL  Prop.  30. 

La  ligne  donnée  eft  BC  ; au  point  fî  j’éle- 

Y®  foit  la  moitié' 

de  BC.  De  1 intervalle  de  GB , je  fais  un  cer- 
de  ÿnt  le  diamètre  fera  par  conféquent  égal 
a ■SC  ; je  tire  la  fécante  BC  : après  quoi  ayant: 

ligne  BC  fera  divifée  au  point  //,  comme  il: 
elt  requis.  Si  PJC  o\x  OC  efl:  la  plus  grande 
partie,  ôc  fî//ou  BC-HC  la  plus  petite:  U 
faut  démontrer  que  ~ BC.  CH.  iid  PqÏ  le* 
Lemme  précédent,  yfC.fîC:  : fîC. CD  , & re- 
tranchant de  AC  & BC  les  lignes  BC  6c  CD 
les  relies  AC -*BC-&.  BC  ~^ÇD  feront  enco^ 
re  en  même  proportion  *:ainfi  BC.CD-  • AC 

la  conftruftiooi , 

^ 5C~fîrc=//fî  :;  ' 

ainfi  — B C.  CH.  H B ce  qu’il  falloit  dé-- 
montrer. 

. C O R O L L A I R E L- 

Une  ligne  Itant  coupée  en  moyenne  extrêl^  ee^ 
me  ratfouyfi  on  lui  ajoute  la  wédiane  ^c'efi^à^dire-^^ 
la  plus  grande  partie , cette  nouvelle  lizne  CerA  - 
encore,  dtvtfée  en  moyenne  £5’  extrême  ratfow 

dont  la  première  fera  la  médiane..  ^ 

^ I ô-  . ..  Soi^ 
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I— I — I — . 

A B . € z> 

Soie  A C tme  ligne  divifée  -en  moyenne  & 
extrême  raifon  au  point  B.  La  médiane  ou  la 
plus  grande  partie  eft  ÜC, 'que  j’ajoute  à cette 
. ligne,  faifant  que  CD  foit  égale  kBC.  11  faut 
prouver  que  -H-  AD.  AC.  CD. 

Soit  ACr=.ay  & CB  =;;«■;  donc  a^x  =zAB^ 
6cCDz=:x,&a-i-x=:AD.  Il  faut  donc 
prouver  que  x.  a -{■  x.  a.  x. 

Par  l’Hypothefe  a.  x:i  x.  a^x. 

Permutando  x.  a :i  a — x.x. 

Componendo  x-^  a.  ai a — x x.  x^ 
Mais  </ — jf-4- A-=«ero.  Donc  x-i-a.ai:  a,. 
X,  ou  -î-?  x~+a.  a.  x'y  ce  qu’il  falloir  prou- 
ver. • • 

Corollaire  II.. 

Une  l^ac  étant  divifée  en  moyenne  ^ extrê^ 
me  raifon , (i  on  retranche  de  la  médiane  la  plus^ 
petite  partie , le  refie  fera  encore  divifé  en  moyen- 
ne ^ extrême  raifon... 


f 

A B c 

. La  ligne eû  divifée  en  moyenne  extrê>- 
' me  raifon  , au  pointjS.  Sa  plus  pe';itç  partie  ell  , 
AB.  11  faut  prouver,  que  fl  de  BC  on  retranche 
Z)Cï=r  AB , le  reüe  AD  fera  divifé  félon  la  mê-’ 
me  raifon  ; c’eft-à'dire,  que  — AD.  AB.  BD.  ■ 
Soit  ABz=.y,  BC  rr  jf,  BD~x — y..  Donc 
AC  t=.y—^x.  Il  faut  ainû  démontrer  que  -i^.-x. 
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Selon  rHypothefe  y.  x:  : x.  y-\-  x. 

'Permutaftao  x.  y::  y — H-*'*  x. 

Dividende  x — y.  y • 'y  ~1"  X ■—  X.  x.  Et 
comme  ~-t  ‘x  — x = 0 ; donc  x — y.  y : : y. 

X.  Ainfî  -rr-  ;c  — • V.  y.  XI  ce  qu’il  falloit 
prouver. 

Corollaire  III. 

Dx  premier  Corollaire  il  eji  at[e  de  conclure  que  37 
lorfqu'on  a une  ligne  divifée  eu  moyenne  ^ex- 
trême raifon,  on  en  peut  avoir  une  inanité  d^au“ 
très  plus  grandes  divif/es  en  moyenne  ^ extrême 
raifonyji  on  ajoute  à la  toute  la  médiane:  Et 
• par  le  fécond  Corollaire , qtéon  en  peut  avoir  une 
infinité  de  plus  petites  toutes  divifées  en  moyenne 
y jextréme  raijon , en  retranchant  la  plus  petite 
de  la  médiane. 


SECTION  IIL 

Des  Raiibns  & Proportions  que  les  cir- 
cuits de  deux  ou  pluficurs-  iîgures  ont 
entre  eux;  & avec  les  rayons  des  cer- 
cles y où  ces  figures  font  inlcrites.  . 

DEFINITION. 

DEsix  figures  reBilignes  font  dites  femhlahles, 
lorjque  leurs  angles  font  égaux  chacun  à 
chacun , ^ que  les  cotez,  qui  les  comprennent  font 
proportionnels. 

COROtLAIRE. 

Il  s’enfuit  que  toutes  les  figures  régulières  «g. 
de  môme  nom  font  femblables;  car  étant  de 
' 1 7 ' jnê- 
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même  nom , elles  auront  même  nombre'  dë-' 
côtez  & d’angles;  & à caufe  de  la  régularité, 

- tous  ces  angles  feront  égaux  aufli-bien  que  les 
côtez  qui  les  comprennent  * , &'partant  pro- 
portionnels en  railon  d’égalité  ; ainü  fuivant- 
cette  Définition,  elles  feront  femblablcs. 

T H E O R E wr  E I. 

4P  Les  circuits  de  deux  figures  femhlables  font  en^  ■ 
^ tre  eux  en  mime  raifou  .,  que  leurs  côtez  chacun^ 
à chacun. 

Soient  X &.  Z 
deux  hexagones 
chaque  côté  - de  X 
eft-rf  ; ainfi  tout 
fon  circuit  eft  ôtf-, 
chaque'  côté  de  Z 
eft  -é,  & tout  fon  circuit  par  cpnféquent  eft 
6 b.  Ot6  6 b:  : a.  b f. 

THEOREME  II. 

Les  circuits  de  deux  figures  régulières^  fem^ 
blables  , font  entre  eux  comme  les  rayons  ou  dia- 
mètres des  cercles  oU  elles  font  infcrites , com- 
me leurs  <^»thêmes.’ 

X 6l  Z font  deux  polygones  réguliers  & 
femblables.  Du  centre  du  cercle  ou  ils  font 
infcrits,  je  mene  les  lignes  JB  & , DE6c 

D F 5 qui  font  rayons.  Les  deux  triangles 
BAC  & DEF  font  ifcofcdes  par  la  conftruc- 
tion  ; & puifque  cés  deux  figures  font  fem- 
blables, les  angles  de  leurs  centres  BAC  ôc 
EDF iont  les  mêmes;  ainfi  ces  triangles  font?; 
femblables donc  /f B,  ou  le  rayon  de  X eft 
^ DE i rayon  de  Z,  comme  Bu  kEF.  Orle- 

cir- 

z.n«xoÿt 


Digilized  by  Google 


Livre  IV.  SeSHorP  III.  zoj 


circurt  de  eft  à ce* 
foi  de  Z par  le  Théo- 
rème précédent,com- 
mc  B C & B F:- donc 
le  circuit  de  A'  eft  à 
celui  de  Z , comme  ^ o t? 

Je  rayon  de  ^ à ce-  ^ ^ ^ 

celui  de  Z , ou  comme  le  diamètre 
eft  au  diamètre  de  l’autre  ; car  les  rayons  & 
les  diamètres  ont  entre  eux  une  même  rai- 
fon , les  rayons  étant  la  moitié  des  diamè- 


tres. 

Soit  /4M  ude  ifjerpendiculaire  fur  BC , elle 
fera  rapothémc  de  X ♦.  De  même  foit  DN 
perpendiculaire  de  D fur  EF,  elle  fera  l’â- 

?othême  de  Z.  Or  félon  ce  eu’On  a prouvé 
B C fera  à £ T comme  rapothême  de  X eft 
k Z ; ainfi  le  circuit  de  Af  eft  à celui  de  Z,, 
comme  l’apothème  de  X à l’apothème  de  Z. 


CoJt#LLAlitE. 

Les  circênferences  de  deu:t  cercles  font  entr^  ^8' 
comme  les  diamètres  ou  rayens  de  ces  cercles. 

Les  cercles  peuvent  être  confîderez  côm- 
me  des  polygones  réguliers  : or  les  circuits  de 
deux  polygones  font  entre  eux  comme  leurs- 
diametres  : donc  les  circuits  ou  circonféren- 
ces des  cercles  font  entre  elles  comme  les 
diamètres  des  cercles;  & par  conféquentpuif- 
que  les  rayons  font  la  moitié  des  diamètres , 
comme  les  rayons  de  ces  cercles. 

Si  on  conçoit  dans  un  cercle  une  infinité  au- 
tres cercles  concentriques , dont  les  circonférences 
foient  déployées^  drejfées  comme  des  lignes  droi- 
tes , le  rayon  du  grand  cercle  ^ fon  circuit  fe- 

rom 


^ st.  ft.  ^44*  1* 
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rmi  un  triangle  reBan^Te , dans  rhypoth/nufe  dû- 
quel  les  extrémitez  des  cercles  concentriques  auJJÏ 
déployez  doivent  fe  trouver^  puifqu*  ils  font  entre 
eux  comme  les  parties  du  rayon  du  cercle  qu'ils 
coupent.  C'eji  pourquoi  l'on  a conclu  de-ld.^  que 
la  furfaûe  du  cercle  était  égale  à un  tel  triangle. 
Ce  que  mus  avons  démontré  far  une  autre  voye*‘.~ 

X T H E O H E M.  E T 1 1. 

43  Les  arcs  d^ égale  quantité  de  degrez  dans  dif- 
ferons  cercles font  entre  eux  comme  ces  cercles 
dont  ils  font  les  parties. 

Les  degrez  font  les  parties  proportionnel- 
les d’un  tout;  ils  font  donc  entre  eux  comme;, 
les  touts  dont  ils  font  les  parties  ; c’eft-à-dire^ 
comme  le*  cercles  dont  ils  font  les  degrez. 

T H E O R E M E I V. 

^ Les  cordes  dores  femblables  ^ dans  different 
cercles , font  entre  elles  comme  les  arcs  dont  elles: 
font  les  cordes.. 

Concevant  que  dü  centre  des  cercles  oîi  font- 
ces  cordes  ont  ait  mené  des  lignes  à leurs  ex- 
trémitez, on  aura  des  triangles  femblables 
puifque  ces  cordes  d’arcs  femblables  ont  les 
angles  au  centre  égaux  : ces  cordes  font  donc 
entre  elles -comme  les  rayons  dé  ces  cercles;, 

& 
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& partant  comme  ces  cerdes , qui  font  en- 
tre eux  comme  leurs  rayons  *.  Or  les  arcs 
d’égale  quantité  de  degrez  font  entre  eux, 
comme  les  cercles  donc  ils  font  parties , par  . 
le  Theorême  précédent  ; ces  cordes  font  donc 
entre  elles  comme  les  arcs  dont  elles  font  les 
cordes.  . 

Th'eoremeV. 

Si  d* un  point  pu  plujieurs  cercles  fe  touchent.,  45 
on  mene  une  li^ne  qui  coupe  ces  cd  des , les  par- 
ties de  cette  ligne  Jeront  entre  elles  comme  les  cer- 
cles qs^ede  coupe. 

A eft  un  point  oîi  fe  touchent  plufieurs 
cercles.  Soit  mené  de  A une  ligne  qui  coupe 
les  cerdes  C , D , E\  \\  faut  prouver  que  les 
parties  AC  , AD , Ah  àe  a 

cette  ligne  feront  entre  “ 

elles  , comme  les  cer- 
cles qu’elles  coupent. 

Par  A je  mène  AB , qui 
touche  ces  cercles  ; ainfi  - 
l’angleiBy^Ejapourmc- 
füTGOixYdircCA.onAlJ,  i 
ou  A E ainfi  ces  trois  arcs  font  fcmbla- 
bles.  Les  eprdes  AC , AD , /f£,  par  le  Théo- 
rème précèdent  d’arcs  femb\ables , font  en- 
tre elles,  comme  les  arcs  //C,  AD.,  Ah  \ &. 
ces  arcs  font  entre  eux  comme  leurs  cercles; 
les  parties  de  ladite. ligne  feront  donc  entre 
elles , comme  les  cercles  qu’elle  coupe. 

THEOREME  VI. 

Dans  le  même  cercle  ou  dans  les  cercles  égaux.,  ^(S 
les  angles  qui  ont  leur  f ommet , fait  dans  la  cir  ■ 
conférence , fait  dans  le  centre , font  entre  eux 

com.* 
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comme  Us  arcs  fur  lefquels  Us  font 
Eucl.  VI.  Prop.  33. 

Cela  eft  bien  évident,  puifque  ces  arcs  ca 
font  les  mefures  *. 

L E M M E. 

47  Dans  un  triangle  reSiangle  divifant  un  des  an-’ 
gîes  aigus  en  tant  de  parties  égales  qu^hn  voudruy. 
ésf  menant  des  lignes  droites  fur,  le  côté  oppofe'y 
les  parties  de  ce  côté  lès  plus  éloignées  de  la  per*, 
pendiculeûre , font  les  plus  grandes^ 

Soit  ABE  un  triangle  reftangle ,,  dont  l’an* 
gle  BAL  divifé  en  tant  de  parties  égale» 
qu’on  voudra  par  des 
lignes  droites  menées 
■ du  point  A jufques  à 
BE.  II  faut  prouver  que 
les  parties  de  S £ les 
plus  éloignées  de  AB, 

. feront  les  plus  grandes. 

Que  la  partie  DC  eù 
mus  grande  que  CB, 
a £ 4/ plus  grande  que  Z>C. 

Puilque,  vivant l’hypothefe, l’angle  B AC 
a été  fait  égal  à l’angle  C yf  D,  fangle  BAD^ 
fera  divile  en  deux;  & fuivant  ce  qui  a été 
démontré  f y.  DC.  CB::  AD.  AB.  Or  t 
AD  7^  AB;  donc  DC  CB. 

Par  la  même  raifon  fi  l’angle  C/f£  eft  di- 
vifé en  deux,  qneCAD  foit  égal  kDAE; 
alors  ED^  DC  ::AE..AC ; puifque  AE 
'P'  AC:  donc  ED  p"  DC.  Ainii  les  parties 
de_££  les  plus  éloignées  de  ABStxont  les  plus 
grandes. 

Théo.- 

♦ L.  2.  Kk  l«.  6)*  39.  t /«#•  n.  17.  ^ 3.  N.  5#» 
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Theoreme  vil 

D#  deux  P okg^ne s réguliers  infer it s dans  les  mê*  4^ 
tnes , ou  en  dfff.  rens  cercles  , celui  qui  a plus  de 
eôtez  a un  plus  grand  apothème^  à raifon  4e fon 
circuit. 

Soient  deux  Polygones  Z &.  T,  Je  fuppofe 
^e  ?'a  deux  fois  plus  de  côtezqueZ;qu’ainfi 
n B C eft  une  corde  de  20  degrez , G H fera 
de  10;  c’ett-à-dire,  que  fî  Z a i8  côtez,.  T 
en  aura  3(5.  . , 


eft  fapothême  àc  Z FL  l'apothé-  ' 
me  de  T.  On  fuppofe  Pahgle  BylC  double  de 
GFH ; ainfi  DAC  eft  égal  à GFH,  Ayant  donc 
partagé  également  en  deuxrangleByfC.ran- 
gle  DAE  fera  é^  à DFH. 

Ces  deux  triangles  LFH&DAE  font  reél-  . 
angles,  & ont  les  angles  LFHt  égaux» 
fts  font  donc  équiangîes  *»»  & lemblables 
aînfi  LH.  LF\  : DE,.  DA  Le  Polygone  T 
eft:  de  35  côtez  ; aînli  72  LH  eft  fon  circuit- 
Je  multiplie  par  le  même  nombre  DE.  Si 
DE  étoit  la^quatriebie  partie  de  BC,  alors 
72  feroient  juftement  le  circuit  du  Poly^- 
gone  2,  qui  a 18  côtez,  & contient  18  fois 

BC; 
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B C ; mais  par  le  Lemme  précédent,  D JE  efl 
plus  petit  que  ^ L , partant  moindre  que  la 
quatrième  partie  de  72  Di  feront  donc 
- moindres  que  le  circuit  de  , que  je  nomme 
m\  partant *72  DE  auront  moindre-raifon  à 
Da  y que  non  pas  w,  qui  elt  plus  grand  *. 
Mais  comme  il  vient'd’être  démontré,  LH. 
Lc'.‘.  Ü . Da  , audit  72  Lt:  : 72  DE. 

D A \ partant  11  L41  auront  moindre  raifon 
à rapothêine  ut  y que  le  dit  my  circuit  du 
, Polygone  Z à DA  fon  apothème  : ce  qu’il  fal-  • 
loit  prouver. 

La  précédente  dcmonjlration  bien  entendue, 
fe  peut  éippltquer  g.  neralement  À tour  autres  Po^ 
iyg'jftes  . -non  jcule.nent  en  rs.ifon  mxitiple  des  co- 
tes:, y mais  au0i  en  quelque  proportion  que  ce  fait, 
comme  y i 13  , ou  tel  te  autre  qtdan  voudra, 
laquelle  ne  peut  jamais  être  que  de  nombre  à nom- 
bre ; ainji  au-lieu  que  dans  l'exemple  propofé  l'an- 
gle D A G ejl  double  de  D A È , il  ferait  ici 
comme  13^5;  ^ on  pourra  le  fuppofer  être  di- 
vif/  en  parties  /g^tes,  dont  V angle  D AE  r» 
contient  f:  ^ par  le  même  Lemme  les  cinq  Por- 
tions de  la  partie  plus  près  de  la  perpendicu- 
.laire  D A , feront  toujours  à proportion  plus  pe- 
tites, que  les  de  la  ligne  D G;^  ainfiiôfoh 
D E feront  toujours  moindres  , que  dix  fois  D G 
qui  font  les  ' circuits  des  Polygones , dont  le  nom- 
^ bre  des  cotez  eji  j,  DEÇs’  DG  n'étant 
chacune  qu'une  moitié  de  leurs  cotez  ; ‘Çÿ  partant 
on  conclura  toujours , co  nme  ci-devant , ce  qui  a 
été  propofé. 

Gorollaire  I. 

0 De  deux  Polygones  de  même  circuit , l'apothé’ 
me  de  celui  qui  a plus.de  cotez  ejl  plus  granit 

Soient 

* t Z,.  5.».  J4,* 
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,•  Soient  deux  Polygones  Z & T,  qui  ont  un 
môme  circuits.  L’apochômedeZquiamoins 
de  côtez  foit^,  celui  de  / 'qui  en  a plus  foit  d. 

Par  le  préfent  Theorême  b eft  plus  petîc,  au 
regard  de  m,  que  ^ au  regard  ue»i;  ce  qu’il 
faUoit  prouver. 

Corollaire  II. 

‘ Utt  eercle  tPun  même  chrcuit  qiüun  Polygone , 5® 
a fia  rayon  plus  grand  que  l* apothème  de  ce  Po- 
iygone. 

Un  cercle  eft  un  Polygone  d’une  infinité  de 
côtez  5 qui  a pour  apothème  fon  rayon  ; qui  eft 
ainfi  plus  grand  que  Fapothême  d’aucun  autre 
Polygone , félon  le  Corollaire  précédent. 


SECTION  IV, 

Des  Raifons  & des  Proportions  des 
Surfaces. 

TheoremeI. 

En  tout  parallélogramme  y les  parallelogram^  5? 

mes  adjacens  , ou  qui  font  autour  du  diame^ 
tre  ^ font  fimblahles  entre  eux  , au  parallelo^ 
gramme  entier.  Eucl.  VI.  Prop.  24. 

Soit  d BCD  m parallélogramme,  dont  le 
diamètre  eft  dC , autour  duquel  foient  deux  ' 
autres  parallélogrammes  ÂGFK  ScCEFN. 
i«>.  Chacun  d’eux  a un  angle  commun  avec 
AB  C D.  Les  angles  oppofez  dans  les  paral- 
lélogrammes font  égaux  * : DoncC/fX  =r  ECH 
x=ihFhy  & KdÇzsKFG.  Ainfi  ces  trois  pa- 
rai- 

f L,  i.n,  115, 
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rallelogramme»  ayant  deux  ^ 
de  leurs  angles  égaux  , les 
'autres  le  font  aufîi  ; car  leurs 
côtcz  étant  parallèles,  ils 
font  les  mêmes  angles  *. 

Les  triangles  /iGr\ 

' FE^  font  donc  équiangles, 
par  conféquent  femblables*», 
comme  aulîi  /IDC^  AEF^ 

FHC  : donc  c AG.  GF:  : AB.  BC , & AG. 
AF:  : Au.AC,&c  AF.  AK::  AC.  AD. 
De  même  AK.  AG  : : AD.  AB.  Donc  AKFG 
& ABCD  font  femblables.  De  même  CEFH^ 
& ABCD  font  femblables  d. 

Theoreme  II. 

5^  St  d^uH  parallélogramme  on  retranehe  m pa- 
rallélogramme femb table  , femblablement  pofé  au, 
tôt  A.,  tsf  ayant  un  angle  commun  avec  lui.,  le’ 
parallélogramme  retranché  fera  à F entour  du  dia- 
mètre du  parallélogramme  /<?#4/.Eucl.Vl.Prop.25. 

Soit  du  parallélogramme  ABCD  retranché 
le  parallélogramme  AGFE\  ils  font  fembla- 
bles, & ont  l’angle  EAG  commun.  Il  faut 
prouver  que  leurs  diame- 
très  font  dans  la  même  li-  \ 
gnc.  Si  on  le  nie,  & qu’on 
difequele  diamètre  AllC  e 
coupe  EF3.M  point  H',  je 
mené  N / , parallèle  à 
AE.  Les  parallélogram- 
mes El  ÔL  D B font  fera- 
blables  «.  Donc  AE  Etl 
; : AD^  DC:  : AE  £rt.  Donc  EH 


EFe. 

Ainfî 


a L i .tt 
e Ju  n n I. 


*7.  b S.  f yî!?  îo,  _ <1  fut.n 

f rf-  r 3 '1 
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Aînli  la  partie  eft  égale  à fon  tout;  cequicft 
abfurde, 

, Theoreme  I II. 


Lorfqu^une  li^ne  efl  coupée  en  moyenne  Çÿ  Of“ 
trème  raijon  , le  reéiangle  de  la  toute  ^ de  la  pe- 
tite partie  efi  égal  au  quarri  de  la  médiane. 


Soit  la  ligne  AB  coupée  en  moyenne  & ex- 
trême raifon.  La  médiane  eft  AD.  Donc 

AB.  AD\ : AD  Dli^ r s 

ou  AB  AD  BD.  ^ ^ ^ 


Donc  ADzzABy<,DB*\  ce  qu’il  falloit 
prouver. 


CoROLLAI  RE. 

Couper  une  ligne  droite  de  telle  forte  ^ que  le  54 
re^angle  de  la  toute  ^ de  Cune  de  fes parties, 
fait  égal  au  quarré  de  l'autre,  Euclid.  II.  ‘ 
Prop.  II. 

Il  ne  s’agit  que  de  couper  la  ligne  donnée 
en  moyenne  & extrême  raifon , ainfi  qu’il  a 
été  enleigné  *!■.  Le  reêlangle  de  la,  toute  & 
de  la  petite  partie,  eft  égal  au  quarré  de  la 
médiane , félon  ce  Théorème. 


Theoreme  IV. 

Si  dans  un  cercle  deux  lignes  droites  fe  coupent  SS 
le  reéiangle  coxtpris  des  deux  parties  de  rune , eji 
égal  au  reéiangle  compris  des  deux  parties  de  l'au- 
tre. Eucl.  III.  Prop.  35.  . 

Les  deux  corder  BD  &.  CE  du  cercle  X 

fe 

« £ M. 
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fe  coupent  au  point  A. 

Il  faut  prouver  que  B A 
D A :=zC  A ^EA.  Ôn 
a prouvé  • que  B A.  AE 
. i:  AC.  AD.  Donc  B A 
■ ^ AD  ^ produit  des  ex- 
trêmes , AE  % AQ 
produit  des  moyennes  t>  ; 
ce  qu’il  faÜoit  démon- 
trer. E 

Theoreme  V« 


5^  Si  duH  point  pris  à difcretion  hors  du  cercle , 
0»  tire  deux  lignes  droites , dont  l'une  le  touche 
^ l'autre  le  coupe , ^ v.tfe  terminer  à fa  cir- 
conférence concave , le  reéian/Je  compris  de  toute 
U coupante  eU  la  partie  hors  du  cercle  ,.fera 
e^al  au  quarré  de  la  touchante.  Eucüd,  lll. 
Prop.  3(5.  • 


De  C , un  point  hors  . 
le  cercle  , foient  menéesA/ 
deux  lignes  droites , CB,  ^ 

‘qui  touche  le  cercle  , & 

CA  qui  le  coupe.  Il  faut 
prouver  que  AC  x CD  =r, 

— Z 

BC  . On  a démontré  « 

— Z 

que  -H;  AC.  BC.  DC:  Donc  ACxCD  = BC-, 
ce  qu’il  faloit  prouver. 

C O R O L L A I R E . I. 


Si  d'un  point  pris  à difcretion  hors  d'un  cercle, 
57  on  mene  tant  de  Itçnes  droites  que  l'on  voudra , 
qui  coupent  le  cercle,^  qui  aillent  fe  terminer  à 
fa  circonférence  concave  ; le  reSangle  compris 

• d'une 

n/uf.n.iz,  bL,i,tusf»  c fup.n.iu  Ü.i.n.si» 
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de  ees  coupantes, telle  <^e  l*on  voudra., 
de  [a.  partie  hors  du  cercle , Jera  égal  au  relian^ 
gle  co/npris  de  telle  autre  coupante  que  Ion  vou- 
dra , ^-defa  partie  hors  du  cercle. 

Car  chacun  de  ces  redtangies  efl;  égal^  au 
quarré  de  la  couchante  , qui  feroit  mené  de 
ce  mêrrie  point. 

C O R O L L'  A I R E II. 

Si  d'un  point  pris  à.difcretiun  hors  d^un  cercle^  « 
on  mene  deux  lignes  droites  qui  le  touchent  el~  ^ 
les  feront  égales  entre  elles. 

Car  le  quarré  de  chacune  de  ces  tangentes  cft 
égaUau  redtangl^  d’une  coupante  & de  la  partie 
hors  du  cercle;  & ainfi  chacun  de  ces  quarrez 
eft  égal  à l’autre  ; d’où  il  fuit  que  les  lignes  qui 
en  font  lescôtez,  font  égales. 

Theoreme  VI. 

Si  d^un  point  pris  à difcretion  hors  d'un  cercle  y 
on  mene  deux  lignes  droites , dont  lune  coupe  le 
cercle  ^ va  fe  terminer  à fa  circonférence  conca- 
ve y dÿ  l'autre  atteint  le  cercle  ; Çjf  que  le  rectan- 
gle compris  de  toute  la  coupante  ^ de  la  partie 
hors  du  cercle  foit  égal  au  quarré  de  celle  qui  at- 
teint le  cercle  y celle-ci  touchera  le  cercle.  Eucl. 
III.  Prop.  37.  • 

Soit  la  meme  figure  que  ci-defius.  Puifqucle  > 
quarré  de  cette  ligne  qui  atteint  le  cercle,  efl: 
égal  au  reftangle  AC  x DC , elle  fera  égale  à la  ' 
tangente  B C,  dont  le  quarré  efl:  égal  à ce  reétan- 
gle;cene  peut  donc  pas  être  une  ligne  dîffefen- 
’ te,  elle  efl:  donc  tangente;  ce  qu’ilfalloit  prou- 
ver. 

THEOREME  V,II. 

Si  d'un  point  dans  la  circonférence  d'un  cercle 
on  mene  deux  lignes  à la  circon  férence  concave  y 
dÿ  par  des  pomts  également  éloignez  du  point 

K ‘ don- 


Cji-  jIc 


ftlg 
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,doft9é -,  oH  mene  une  troifiemè  qui  coùpe  tef 
Jiéux  iignes\  le  reéianHe  fait  de  Vune  ^ de  f» 
partie  comfrife  entre  le  point  donné  ^ la  troifie- 
rne  ligne-,  eft  égal  au  reÜ angle  fait  de, Vautre  li- 
gue  de  fa  partie , eamprfe  de  même  entre  le 
point  donné  la  troifieme  ligne, 

Soit/C  un  point  dans  la 
circonfemicc  du  cercle  , 
foient  menées  les  li-  -p, 
gncsjK/'&iC6:,&p»les 
points  E &.  D également 
éloignez  de  -K,  la  ligne 
ED.  il  faut  prouver  que 

KF^  KBx=:KG^KC.  

Les  deux  lignes  BC  /lCr  Ibntanciparalleles  ; 

car  l’angle  KBC  a .pour  faméfurèlamoitié  de 
l’arc  EFy  pluseelle  de  /CD  ou  de  fbn  égale  KE». 
Or  la  moitié  de  JC Fefl:  aufli  la  mefure  de  K GF^  î 
donc  KBÇ pz  KG  F.  Par  le  même  raifonnement 
KCB  =:  KFù.  Airifi  , félon  la  l^fiaition  des 
antipafallfelés  ® j FG  & BC  ibnt  antiparalleles. 
DoneXF'/CC::  KG.  KB  à,  Donc  XFx/CS 
;=  KG  X KC*',  ce  qu’il  falloit  prouver. 


G G H O L î,  A 1 k È. 

Les  mêmes  chofes  quedelTus  étant pofées,  il 
s’enfuit  non-feulement  que  fi  du  point  K on  tire 
des  lignes  à l’infini , terminées  àla  circonferên- 
çe  concave , &:  coupées  par  la  droite  ED  com- 
me KFb\i  KG  y tous  ‘les  reftangles  qui  en  fe- 
ront faits  en  la  maniéré  ci-défTus,  feront  égaux 
entre  eux,,  puilque  prenant  ces  lignes  deux  à 
deux , ils  feront  chacun  égaux  aureétangle  /'X 
X KB  ; mais  encore,  que  fi  du  point  K on  tire  la 
.droite  le  quaÉrré  de  ladite  KE  fera  égal  à 

cha- 
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•chacun  de  cesdits  reftangîes; 
car  ayant  tiré  la  droite  EF, 
il  fe  formera  toujours  deux 
•triangles  fembjables  tels  que 
• FKE , EKB  dont  l’angle  K ® 
fera  commun  , & les  deux 
autres  angles  auflî  égaux  ; la- 
voir BFA  kKEB,S^FEK 
à EBK  «, chacun  étant  appuyé  fur  égales  cir- 
confcreoces  du  cercle , ainfi  ils  auront  leurs  cô- 
tez  homologues  proportionnels  *;  & partant 
F K,  KEizKEt,  KB:  donc  le  reftapgle  F K 
xKB  ^l  au  <5uamé  de  A £c.  Et  il  s’enfuit 
auflî , qi^  fî  la  ligne  ED  eft  un  diamètre  du  cer- 
cle, la  ligne  KE  fera  le  côté  du  quarré  infcrit 
dans  le  cercle  «*, auquel  chacun  des  reétangles 
faits  dcfdites  li^es  tels  que  FK  x KB  ou  au^ 
très,  feront  égaux. 

T H E O R E M X'  VIII. 

Si  l'on  it^mt  m fuadrilatgre  tUms  un  cercle , 
ie  reM.an^ïe  fait  des  diagonales  ejl  égal  a la  fom* 
me  des  reélangles  faifs  des  cptez  Pppafez. 

Sort  le  quadrilatère  ABC D,  dont  1^ diago- 
nales font  AC  éc  B D.  Il  faut  prouver  AC 
X BD  i=z  BC  X AD  -{■  AB  X ÜC,  Soit  menée 
B E , en  forte  que  l’angle  AB  E foit  ,^li  CB 
& qu’ayant  retranché  l’une  & l’autre  de  fan- 
gleABC,  les  reftans  CBE  & >ïfîZ)foient  égaw^ 
amfi  comme  les  andes  AD  B & ACB  appuyez 
fur  le  même  arc  wnt  égaux  « , les  triangles 
BDA  .&  BCE  fcœt  équiangles  & fembJa- 
bles^.  Donc  BD.  AD:  : BC.  CE  >>;  ainfi  le 
. K 2 rea- 

a Z.  t.  • 4}*  h’/»p.  ».  1*.  c L.  }.  ».  se. 

4 X t.  M.JX4,  e X.2.  ».  4*.  f X<  a»»«  t«»  _ 

1 Ap> 
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rectangle  des  extrêmes 
eft  égal  à celui  des 
moyennes  : & par  con- 
féq  uent  BD^C  EzzA  ü 
kBC*. 

Par  les  mêmes  rai- 
fons  que  deflus  , les 
triangles  BUC (cBÀE 
font  femblables  : car 
j1  B Er=z  D BC  par  la 
conftruCtion,  & BAC 
z=:BDC  étant  appuyez  furie  même  arc  BC,  ils 
auront  donc  aulTi  leurscôtez  homologues  pro- 
portionnels. Donc BZ>.  CD::  AB.AE.  Ainfl 
ÏjZ?  X AE  = CDx  AB  \ Or  BDxAE-+  BD 
^CE  — BD -K  AC  Donc  puifque  SD  X 
s CD  X BD  X CE  =2  ADxBC,  il  faut 
donc  que  CD  AB  — }~  AD  y.  BC ^ B D x AC ^ 
deuxchofcs  égales  à une  troifieme,  étant  égalés 
entre  elles.  Or  c’eft  ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Theoreme  IX. 

63  Si  on  coupe  le  diamètre  dCun  cercle  , en  forte 
qu'une  partie  fait  quadruple  de  l'autre , ^ que  fur 
ce  point  de  divifion  on  éleve  une  perpendiculaire 
terminée  à la  circonférence  ; je  dis  que  le  quarré. 
de  ta  corde  menéè  de  l'extrémité  de  ce  diamètre  à 
V extrémité  de  la  perpendiculaire  ^ efl  égal  à cinq 
fois  celui  de  la  petite  partie  de  ce  diamètre^  dont 
celui  de  la  perpendiculaire  ejl  le  quadruple. 

' Soit  le  diamètre  MN  dueercle  X partagé 
en  A , en  forte  (^\ieAN=.  4 AM.  Si  l’on  élevé 
la  perpendiculaire  A B, 6c  qu’on  mene  les  cor- 
des MB  y fi  iV, formant  le  triangle  reCtangle 

MNB  ^ y je  dis  que  MB  =:  j A^f.  '•Soit  AM 

. —a  : 

'aL.j.n.sS.  bL,i,n.sf.  cL,t,H.xy.  àL,i,n.ah 
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£2  4 * doûc , fclon  la  fup- 
poiition  , MiV  = 54. 

Soit  MB  -=^  h \ donc. 

a.  b.  a*  ^ partant 
bbzz^an  •».  Soit  main- 
tenant BA=2d\  ainfi 
-^a.  d,  44C.  Donc  par 
la  même  raifon  444 
= dd.  C’eft  ce  qu’il  falloir  prouver. 

Corollaire  I. 

Le  diamètre  MN  e'tant  partagé  en  tant  depivr  64 
tiei^que  P on  voudra , le  quarré  de  fe^a  égal 
4 autant  de  -fois  celui  de  chacune  de  fes  parties , 
qu*il  y a de  parties. 

Si , comme  ci-dejfus  ^ rifê me  figure  , eft 

divifé  au  point  A ^ de  forte  qiie  AM  foit  la 
cinquicmq||arcie  de  :V/A^',  ou  telle  autre  qu’on 
voudra,  on  aura  toujours  -H-  MA.  MB.  AW, 
ou ^ a.  MB.  a',  donc  auffi  le  quarré  dé 
MB  eft  égal  544 

Corollaire  II. 

Le  quarré  de  BA  ejl  égal  à autant  de  fois  le 
quarré  de  chacune  de  fes  parties qu'il  y a dépar- 
ties moins  une. 

Fig.  précéd.  Carfuppofant  toujours  la  même 
' divilion , ou  autre  à volonté , on  aura  de  même 
cette  proportion  -ri-  AM  B A.  AN,  ou  -H  a. 

B A.  44^:  donc  444  ou  544—44  eft  égal  au 
quarré  de  AB  Ce  qu’il  falloir  prouver,  que  > 
le  quarré  de  A B eft  égal  à autant  de  fois  le 
quarré  de  chacune 'des  parties,  qu’il  y a de 
parties  moins  une. 

K3  Theo- 

%fuf.n.z%.  b2. 3.n.;7.  c/up.n.tt.  i/uf,M,_tU 

t L.i,H.f7*  i/af,n,%%, 
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T H E O 1.  E U E X.  ' 

(j(j  Si  me  îi^ne  ejl  eonpée  en  moyenne  ^ e^etrême 
raifonÿ  je  dis  que  le  quarré  fait  de  h grande  par~ 
fie  ^jointe  à la  moitié  de  la  ligne , vaut  cinq  fois  le 
qufirré  de  cette  moitié.  Eucl.  XIII.  Pfop.  I. 

Soit  B A divifé  en  moyenne  & extîêffle  rai- 
fon  au  point  C,  & /fû  = s<t,  & 
donc  CA  = Il  faut  démontrer  que  le 

quarré  de  a. — H ^ ( qui  eft  a.a  — P 2 a.b  — H b hf 

cft  égal  5 aa.  Otez  aa  de  r 7 

' part  & d’autre , il  reliera  ^ a 

feulement  à prouver  que  2ab  bb  tïi  égal  à 
^aa 

Par  la fuppofition 2 h\\  h*  zsar^b*'.  donc 
hb-=zùfaa—^iab  -\^éSi  ajoutant  depart&d’au-  - 
■ tre  24^,  viendra  Jà.— f- 2<iA:±:4tf!rf  cequ’il 
telioit  à.proüver.  Ainlî  remettant  A<j,de  part  Ôc 
d’autre  qu’on avoitpremierementwé,  viendra 
eta  -\-hb  -^2abx:d^aa'y  cequ’il  falloir  dér 
montrer. 

T H E O R E M E X r. 


Deux  lignes  droites  coupées  en  moyenne  ex* 
trême  mifon  -,  font  femblablernm  cmpées.  Eucl.. 
XIV.  Prop.  a. 

Soient,  ces  deux  lignes  Z & X coupées  en  ; 
movenne  & extrême  râifon  aux  points  C de  G., 
Amû  Z.  AC:t  AC.  af 

CB,  jEG::  ÉG.  _ 

G F.  Soit  AGtzdy^X 

& ÈGiïtimy 

Il  l^ut  dé-* 

ttoticrer  que  AC.  CB  g 
B G.  GF,  ou  que 
4.  rï  : m.  n. 


n,  34> 


Comme  le  quarré  de  la  moitié 

de 
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de  Z jointe  avec  <îeft  égal  à cinq  fois  le  quar^ 
ré  de  la  moitié  de  « ; de  même  celui  de  la  moi- 
tié de  V avec  w*,eft  égal  à cinq  fois  celui  de. 
j X.  Ainfi  ces  quarrez  étant  proportionnels 
leurs  côtez  le  feront  auffi’'^,  puif<^’ils  font  en 
raifaas  fousdPüW«e&-  Partant  ] Z — l-  a i ^ 

: : i ^ A;  & en  divifant  f « f Z : : 

\ Xy^  douWant  les  conféquens  & ohasgeant  4. 
Z.  a'.'.  X.  m\  mais  par  la  fuppofitioa  -H-  Z. 
4.  c.  X.nt.n'.  donc  ces  deux  lignes  font 
coupées  proportioiüQellemen.t  4 ; ce  qu’il  fal- 
loit  démontrer. 

T H £ O n E M E X]l. 

Une  ligue  a^ant  itX  couftie 
' inégales  ^ Ji  le  quintuple  du  quarré  de  îq  mfiitÙ 
ejl  égal  au  quarré  f eût  de  cette  jmifié  joint  Ic^  plus 
grande  partie , cette  ligne  fs  trouver^  coupée  en, 
miyennel^  extrême  raifon^dont  cette  partie  fer  a 
h wiSane.  Eucl.  XIÏI,  Prop.  a. 

Soit  AB  une lign^  coupée  en  C , en  deux  pai> 
ties  inégales.  Soit  AB  z=2 a,  ^A€=:è\  ainfi' 
C B =z  2.  a — k II  faut  démontrer  que  fi  cinq; 
fois  le  quarré  de  4,  moitié 
de  AB  ^ eft  égal  au  quarré  f-  • t ! 

fiiitde  4H-^,  c’eft-à-direj  ^ G ^ 

au  quairé  de  la  moitié  4 avec 
i;  ce  que  j’exprime  ainfi  j aa  =:  aa  —h  2ai 
bb  \\2l  ligne  aura  été  divifée  en  moyen- 
ne & extrême  railbnj  & A C ou  b en  fera  la 
plus  grande  partie.  Pour  le  prouver  il  faut 
montrer  ,.que  fi  AB  eft  ainfi  divifée , g a az=,  a A' 
7+  2ab  — |-  bb.’ 

Suppofons  donc  que^2  4.^.  24— donc: 
444~24^=s^^;  & ajoutant  de  part&d’au- 

K 4 tre 
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tre-f  a ab^  onmrz /^a^a=ii ah -{■  b b"^.  Ajou- 
tant encore  de  part  & d’autre  a a,  il  vient  jaa 
tzaa  -j-  2ab-j-  bb-;  ce  qu’il  falloit  prouver.  ' 

'T  H E O R E M E XIII.' 

Si  une  li^ne  droite  eft  coup/e  en  moyenne  Çÿ 
extrême  ratfon , le  quarré  fait  de  la  plus  petite 
avec  la  moitié  de  la  plus  grande , eji  quintuple 
du  quarré  de  la  moitié  de  la  plus  grande  partie. 
EucL  XIII.  Prop.  3. 

' Soit  AB  une  ligne  coupée  en  moyenne  & ex- 
trême raifon  au  point  C.  fig..ptécéd.  Soit  AC 
z;z2m,&iCBz=:n.  DoncAB  = 2m — \-n.  Ilfeut 
démontrer  que  le  quarré  fait  de  la  moitié  de  AC 
la  plus  grande  partie,  avec  BC  la  plus  petite,  . 
c’ert-à-dire, fait  àém-~l-n,  qui  eûmm—j-2mn 
-1-  »»,  eft  quintuple  de  celui  de  la  moitié  de 
"^AC , c’eft-à-dire , àe  m , lequel  eft  m m.  Selon  la 
fiippofition-H-  2 m—\-n.2m.n:  donc  2>»«— f-»» 
=4 J»  t ; ajoutant  mm  de  part  & d’autre , on 
amamm-^2mn-+nn^  ymm\  ce  qu’il  fal- 
loit démontrer. 

THEOREME  XIV. 

^0  tine  ligne  droite  efi  coupée  en  moyenne  Çÿ  ex- 
‘ trême  raifon , le  quarré  de  la  toute  & celui  de  la 
plus  petite  partie^joints  enfemble , font  triples  du 
quarré  de  la  plus  grande  partie.  Eucl.  XIII. 
Prop.  4.  , 

Soit  AB  coupée  en  moyenne  & extrême  rai- 
fon au^oint  à .fig.précéd.  Soit  AB  =:Z , & AC 
= «î,  & BC  z=.  e.  Donc Z.  a.  e.  Il  faut  dé- 
montrer  que  2 Z — H = 3 Æ <*. . 

JO.  ZZ  — aa-+  2ae-l-  ee  f A infi  il  faut  dé- 
montrer que aa-\-  2 a — h 2 e e =3 

2®. 

3.  ï Lt3.fi.S7*  4 3' 
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oo,  ae -+-ee  Ze*,  & Ztf  =r  par  îâ 
fuppofltion.  Ainfi  ae-\-ee  t=:aa.  Oa  peut 
donc  dans  i Equation  à prouver,  fubftituer,  au  ‘ 
lieu  de  (?“4  2tff,Ieur  valeur  égale2<*<î,  & 
viendra  aa  -+  2 éta  =:  2aa  ce  qu’il  falloit 
prtjuver. 

THEOREME  XV.  . 

Les  triangles  ^ parallélogrammes  femblables  ^ 7I 
font  entre  eux  en  raifon  doublée  de  leurs  cotez  de 
même  raifon.  Eucl.  VI.  Prop.  19. 

Soient  ÂBD  & EFG  deux  triangles  fcmbla- 
blcs.  Soient  abailTées  les  perpendiculaires  AC 
& G//;  les  triangles  il  G font  fembla- 
bîes  étant  redlangles  ,&  l’angle  B étant  égal  à 
l’angle  E\  donc  kiC.  AC  : : EH.  GH 


Les  deux  triangles  Z)/^C&FG//étant  auiîi 
femblablestdonc  pareillement  CZ>.  y^C:  : FH._ 
G//;  ainfi  SC  H- G />>.  yfC  ::  EH-^HF. 
GHà.  Soit  A C:z:b&c  B Dz=d,  GH=:m^ 
EF=ini  ainfi  b.  d\\  m.  ni  & alternando .^b.' 
m::  d.n^.  La  furfacc  de  ABD  eft  la  moitié  de 
bdf,&.  celle  de  GEF  eft  la  moitié  de  »»  w ; mais 
la  raifon  de  bd  kmn  eft  compofée  des  deux 
raifons  de  ^ à «« , & de  à » s.  Or  ces  deux  rai- 
fons  font  les  mômes;  donc,  félon  la  Défini- 

K 5 tion 
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tioa  de  la  raifon  doublée  * , la  railQû  de  b d à; 
m n elt  doublée. 

Soient  deux  paraMogrammes  BD  MN4c. 

^ EE  Kl  fcinblafetes , par  les ménses  raifcMiae- 
mens  on  prouvera  que  -b.  d:: 

» ; b d elt  la  furface  de  Z)  M A',  & mm  celle 
de  A/  KJ.  La  railbn  àç.  h d à m n cft  compa-i 
fée  des  deux  railbns  de  ^ à >».Ôc  dt  dkn.  Cea- 
deux  raifons  font  égales  ; cette  raifon  com- 
pofée  cft  donc  doublée. 

L £ M M E. 

72.  hesfij^res  polygones  femi  lubies  peuvent  cha- 
cune être  divifées  en  égale  quantité  de  triangles, 
femblabtes  aujien. 

Soient  deux  figures  femblablcs  À BC D E ^ y . 
FGHIK  \ je  dis  qu’elles  peuvent  être  divi- 
fées  en  une  égate  quantité  de  triangles  cha- 
cun femblablè  à-celoi  qui  lui  rteond.  Car  i*». 
puifque  les  figurés  font  feniblables , elles  au- 
ront un  égal  ncMtibre  de  côtez,  &. les  angles. 

gu’ils  cornpi^drent  feront  4ga«x  par  la  Dé- 
nition  t ; airifii  d’un  des  angles  égaux , com- 
me de  £ & jK,on  peut  mener  des  l^nesaux 
autres  angles  qui  divifent  ces  figures  dans  une 
égale  quantité  de  triangles  4-.  2®.  Tous  les 
triangles  d’une  figure  feront  fcrablables  à ceux 
de  l’autre , chacun  à celui  (mi  lui  répond; 
ainfî  le  triangle  /fB'h  fera ’femolable  au  trian- 
gle tGK , qui,  lui  répond':  car  par  la  fuppofi- 
tion  l’angle  £ les  côtez  qui  lés 

comprennent  font  propoftionnels,  ç’eft-a-di're, 
que  EA.  AB  : : K f.  tG  ; & parwnt  ces  deux 
triangles  font  fembîables  t.  Il  en  fera  de  mé* 
me  des  autres  triangles, dont  les  angles  com- 
pris 

*li,3,n.7K  ■fjkp.n.jt. 
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pris  parles  côtez  horaojogpca  é^uXy> 
fok  qu'ils  foient  formez  par  les  côtez  des  fi-* 
gurcs,  ou  qu’ils  foiept  leurs  rétüdus  en  ayant 
Ôté  les  égaux  qui  les  touctiejpt  aux  poJ^  -£■ 

& K,  tds  que  B£C  & GÜH,  ï^nc,&ç.Ge- 
qu’il  falloir  prouver.. 

T HEOREIÆE  XVI. 

T’quUs  les  re£liiignes  femblMes , Jhitt  TS” 

uHre  elli^s  ofmvfie  les  quarrez,  de  ieurs  coiez,  ho^ 
rnologms, 

Suppofant  lesmêmes  cbofes  & lam^e  figa- 
j^u  JCesnme  précédent»  i®.  chacune  de  ces  fi-* 
^U«es-fc  peut  ëivifcr  en  un  égal  .nombre  de- 
triangles  femblables  entre  eui , chacun  au  fien, , 
par  le  précédent  Leinpie.  a«.  Chacun  des- 
triangles  d’une  figure  fera  a cfiacun  auise  dex  - 
Pàutrc  figure.qui  tüi  répond^^^eai  raifendoublée  • 
de  chaques  côtez  homologues , par  le  Xhéonâ'-* 
me  précédent  *,  c’eft-à-dire,  en  raifondqu-- 
blée  de  AE  à fK^  ou  Ah  ; mais  le  quar^  - 
sé  de.-d£  efi  à celui  de  fK,  en  raifon  dou-- 
blée  de  AE  kFK  f : ,&  il  en  eft  de  même  dç  ' 
tous  les  autres  triangles  qui  compoîent  ces  ' 
deux  figures,  dont  à caufe  de  leur  fimilitude-  ^ 
tous  les  côtez  gardent  la  même  proportion. 
Partant  comme 'chaque  triangle  de  l’unè  eft  ài 

K 6 
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fon  femblable  dans  l’autrp , ainfi  tous  les  trian-  • 
gles  de  Tune  à tous  les  triangles  de  l’autre 
„ c’ett-à-dire,  la  première  figure  à la  deuxieme, 
comme  le  quarré  du  côté  âE  à celui  de  /^iC: 

Et  il  en  elt  de  même  de  tout  autre  qu’on 
voudra  choifir.  Donc,  &c.  ce  qu’il  falloit 
conclure^ 

CoROLLA  IRE. 

74  Si  quatre  lignes  font  Proportionnelles  ^ les  figu- 
res Çemblables  décrites  fur  ces  lignes  font  propor- 
tionnelles: y fi  ces  figures  femblables  font  propor- 
' tionnelles , ces  quatre  lignes  font  proportionnelles. 
Eucl.  VI.  Prop.  21. 

Soient  quatre  li^es  proportionnelles  a.bii 
€.  fur  lelquclles  loientdécrites  quatre  figures 

fcrabiables  y , Ty  Z par  le  Théorème  précé- 

dent F,X:.:  aa.  èéy  èi  T.  Z:  : cc.  dd.  Mais 
es  a.  bbw  cc.  dd\.  Donc  F.  JT::  T Z 
'Et  fi  cela  efi,  a.bw  c.  d.  Car  les  raifons 
doublées  égales  font  compofées  de  raifons 
égales;  ainli  ^aa.  b hw  cc.  dd^  'A  &ut  que 
f.  b: '.  c.  d. 

Thepremf.  XVII. 

.25  Les  triangles  ^ les  parallélogrammes  de  mê- 
me hauteur , font  entre  eux  en  même  raifon  que 
leurs  bafes^ 

. Soient  2 & V,  ou  deux  triangles  ou  deur 
parallélogrammes,  ayant  la  même  hauteur  que 
je  nomme  a ; la  bafe  de  2 eft  ^ & celle  de  X 
elt  d.  La  furface  de  2 eft  ab , fi  e’eft  un  paralle-? 
îogramme  ; mais  feulement  la  moitié,fi  c’eft  un 
triangle  :j.  : eft  aufli  la  furface  de  A’;  ou  fi 

c’eft  un  triangle , feulement  la  moitié.  Or  ab.^ 

'ad  ' 

X.  1 . s.  50.  \ L.i.%.  <4.  4 X-  »•  »♦  «14- 
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fd:  : L d*.  Donc  Z & A!' font  entre  eux, 
comme  leurs  bafes. 

PROBLEME  L 

Uft  foint  étant  donné  dans  un  des  citez  d*un 
triangle^  mener  une  ligne  par  ce  peint  qui  le  di- 
vife , félon  une  raifon  donnée. 

Soit  ABC  un  triangle  qu’il  faut  partager,  en 
menant  une  ligne  droite  par  le  point  L) , felonr 
une  raifon  donnée.  Soit  cette  raifon  celle  de 
BG  à GC.  Si  le  point  D & G étoient  un  mê- 
me point,  il  fàudroit 
mener  de  Z)  à ^ une 
ligne  : cdx  B A D éa 
DAC  font  entre  'eux 
comme  BD  (l'DC  f; 

Ainfî  ce  qu’on  propo- 
fe  feroit  fait,  ai  G & 

D font  deux  differensB  J)  G C 
oints , je  mene  G H parallèlement  k AD 
c Di.  H y oii  cette  parallèle  coupe  AC , une 
autre  ligne , favoir  Z)  /f  ; il  feut  prouver  qu’el- 
le.* partage  le  triangle /fBC,  félon  la  raifon  de 
BGk  GC. 

Les  deux  triangles  BAG  ôc  G AC  font  entre 
eux  comme  BG  iGC  Il  n’eft  donc  quef- 
tion  que  de  prouver,  que  DHC^AGC,  & 

' DBAH=3  B AG;  ainfi  que  DHC.  AGC 
; : DBAH.  BAG.  Les  deux  triangles  GAHàc. 
G HD  entre  mêmes  parallèles  fur  la  même  bafe 
G ZZ font  égaux  Donc  GZ^C H- CZ) /Z,  ou 
DHC'=.GHC  ^GAH,  ou  G/Z  C.  Rcfte  à 
prouver  que  âBDH—ABG  ; ce  qui  eft  faci- 
le : car  par  la  même  raifon  qui  vient  d’être 
dite  , le  triangle  ADG  çSk  égal  à celui  de 

. K 7 AUD\ 
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AHD\  aiali  ajc^afic  dbacan<aa  triant 
ÀBD,  on  aura/fB  Z)//=s/# J3<r:  Çc  panant 
AB  DH:  ÛHCw  AB  G.  ABC.  On  a donc 
fait  ce  qu’H  faiîoit  faire. 

P R O B L B M E IL 

Partager  un  Par diel^amme  fdm  tme  ra^in' 
éienn/a , en  memnt  me  iffu  par  emp^int  dmné. 

Soit  ÆCD  «n  paralldogramme.  Il  le  f«iit 
cçaper  félon  la  mibn  ée  B Fk  FC,  menant 
«fie  pan  E un  point  ^nné. 

1°.  Je  uvene  FG  paraïl-  a.  w C ft 


lele  kAB  , oaiiCD.  Ces  T— A 

deux  portions  AB  FG  & / \ / I 

CDG  F font,  entre  elles,  / yr  / 

cornsne  B eft  à , fe-  / K # 

Ion  le  .dernier  'l’ijeoré-  i j \ f 

me  • • I . t ^ \ f 

^iO.  Je  prens  CH  égal  à W JT-"  '-®  ‘C 
jF'JE,  .ayant  .mené  de  £ à //  une  lippe  droi- 

« , . je  dis  que  AB  EM  & EC  DH  font 
.Bortions  iqwc  l’cni'cheixîhc  : car  HG  If&.  E Ff 
font  deux  jBriangles  ièfifblobks  ; puffgu*& 
font  équiangles  : car  les  angles  au  ^rat  / font 
4^ux  & les  autres  angles  font  pareille- 
meiït  égaux  , étant  alternes  entre  les  paralle- 
îts  « ; ainfi  ces  triat^es  ayant  les  c6tez  EF 
& GH  égaux,  font  eiMiercment  é^ux  <*.  Par- 
tant AB'iHH  -F-  A&bG  & ajoutant  dc 

part  & d’âunrc  la  valeur  àe  H GI  égal  FIE, 
•on  aura  ABFUi  — h FEI  œ ABFG  r ce  qu’à 
falloit  démontrer.-  On  .prouvera  de  la  meme 
maniéré  CDHE  ^CDGt. 

Theo- 

9,fop.nr^y  bX, çZ,z.g,is» 
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Theoreme  XVIII, 

Dans  un  tri«ngie  reSmgle  le  qmrré  de  Vky  78 
pothénufe  eji  égal  auje  qmrrcz  des  dmx  attêrei 
cotez.  £ucl.  I.  Prop.  47. 

AÊt$re  Démonjlration  qm  ceÜe  on  a damée 
au  Ltivre.  II.  ».  14:^ 

vf'SC  eft  un  triant  reôèançte.  L^angle^ok 
di/1^  Ôc  B C l’hypothénufe. 

UlautpFouver  que  BC  zzAB 

—2. 

& d’une  autre  manié- 
ré que  »ous  n’avons  fait 
j’abaiflc'de  l’angle  droit 
la  perpendiculaire  /fZ?;  qœ 
je  .Selon  ce  qui  a . 

été  prouvé  b ^ -H-ôC.  BA.BDi 
— a 

dcmc'*  Ad  r=  BC  ^ BD,  ou  BE  x BD  .paif*' 
que  BC  = BE , à caufe  ^iu  qüarré. 

De  même  “TT  fîC.  CD;  donc  AC 
tt  BC  x€D , oviCf  X £dX  puifqae  CF  = CB. 


!2.  2 

izAB.—\-  JC  ;.ce  qu’il iàlloit  prouver* 


C JO  R O L i A 171'E  I. 

Dnns  1er  triartgksreAaHgks  , qnelftia figure  qtte  -^9 
ce  fôit , farte  jfitr  fh\pothennfe , efi  ^ale  anx  figu^ 
res  fiemblables  pt^eS'  de-  la  miMe-mamere  fur 
les  deux  autres  eètez  Eudv  VI.  Prop,  31. 

Soient  fur  les  côtez  BD.  DA.  trois  fi-' 
gnres  X.T.Z  femblablesj  X foit  'fur  l’hypo- 

' tlié- 

2.«- MT»  cZ'.  'dZ.  3.».)U 
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thénufe.  Ces  figures  font  entre  elles  comme 

BD  ^ AD  ^ AB  ».  OïBD  = AD  H-  AB  par 
ce  Theorême  : donc  X :=z  T -+ Z. 

Corollaire  II. 

^ * Dans  un  triangle  reBangle  ayant  mené  de  l*an- 
gle  droit  une  perpendiculaire  fur  Phypothénufe , 
tes  c^uarrez^  faits  fur  les  deux  autres  cotez,  font  en~ 
tre  eux  comme  les  parties  de  l'hypothénufe. 

Soit  ABD  un  triangle  reftangle,  dont  D3 
eft  l’hypothénufe,  fur  laquelle  de  l’angle  droit 
yf  tombe  la  perpendicu- 
laire//C.  Il  faut  prouver 

que  AD  . AB  : : DC, 

CB , puifque  -H-  DB.DA. 

DC  ^ ; Donc  DB  x DC 

— Z 

:=  DA<^.  ^Par  la  môme 
raifon  -H-  DB.  B A.  BC\  donc  auffî  DB'x.CB  - 

x=iBA.  Partant  DB*y.  DC.  DBxBC::  Âd\ 

AB  DB  X DC.  DBxBC::  DC.CB^l 

ainfî , AD  .AB  ::  DC.  CB  ; ce  qu’il  falloit 
démontrer. 

Theoreme  XIX. 

V 

gl  Les  parallélogrammes  qui  ont  un  angle  com-’  ' 
mun  ou  égal , font  en  raifon  compofée  des  cotez 
qui  le  comprennent.  Eucl.  VI.  Prop.  23. 

L’angle  ABC  eft  égal  à l’angle  GHI_  ]e  dis 
que  ces  deux  parallélogrammes  font  en  raifon 
compofée  de  AB  à GH,  & de  BC  à HI.  Ces 
parallélogrammes  ABCE&G/JIK  font  égaux 

" aux  ■ 

. a fag.ti  • 79»  b/Mp.n*Zt%  eZt.3,.p.s7»  ii^.3.n.SA* 
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aux  rectangles  B D FC  ^ HL  MI  chacun  au 
lien  slcfquels  font  en  raifon  compofée  de  BD 
k HL  6l  de  celle  de  BC  k H I Or  la  raifon 
de  DB  k HL  eft  la  même  que  celle  de  AB  a 
G H,  \es  deux  triangles  AB  D àL  G HL  étant 
femblables.  Car,  i®.  ilsfontreCtangles.20.  Les 
angles  ABC  & G’/// étant  égaux,  ü on  ôte  les 
angles  droits  DBC  & L///,  les  relies & 
GHL  font  égaux;  ainfî  ils  font  équiangles  <=.  Et 
partant  ils  ont  les  côtez  proportionnels 

Corollaire  I. 

Lorfque  deux  parallélogrammes  égaux  ont  un  82." 
angle  commun  ou  égal  ^ les  cotez  qui  le  compren- 
nentjfont  en  raifon  réciproque.  Eucl.  VI.  Prop.  14. 

Si  les  parallélogrammes  A BCE  & GHIKÏont 
égaux  entre  eux  ^fig.  ci-dejfus:]e  dis  que  ABi 
BC.GH.HI  font  en  raifon  réciproque  ; c’eft-à- 
dire,  que  AB.  GH:  ; HL  BC. 

Puilque  BZ)  x BC  =:HLxHL  Donc  *BOl 
HL::  HL  BC.  Or  puifque  par  la  fuppofition' 
les.  angles  ABC  & GHI  font  égaux  ; on  con- 
clura f que  AB.  GH:  : BD,  HL::  HL  BC; 

& partant  AB.  GH:  : HI.  BC  b ; ce  qu’il  fal- 
loit  démontrer. 

Corollaire  IL. 

Si  deux  triangles  ont  une  Jurface  égale , 83 

angle  commun  ou  égal  les  cotez  qui  comprennent 

- ' ■ ' ' cep 

a £>.  Z.  ».  1 zf.  b L.  3.  ».  77.  c L.  z.  ».  tQ.  d n.  i*» 
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cet  angle  font  en  raifon  réciproq$u.-^MQ\,  VL 
Prop.  imèm» fig^y  •<>  „ 

Soient  deux  triangles  ABÇ  &.  Gfff  dont  les 
fuifaecs  font  égales  5 &lcs  angles  il6C  & GAI 
éganr.  Ilftut  détnontrçf  que  AB.  GH\  : HL 
BC.  Ces  triangles  font  moitiez  des  parallélo- 
grammes AB^  D & GHIK , dont  on  vient  de’ 
prouver  que  JB.  GH î ^ HL  BC  ;^ce  qji’ü  fal' 
loit  prouver. 

P R O B t.  SI  M i liK 


84  Trouver  un  quarré  égal  <*.  un  reliangle  tbnne. 

Soit  le  rectangle  donné.  11  ftut  chercher 
une  moyenne  .proportionnelle  entre  h dt  d». 
Si  c’eft  Xjdonc  b.  d.  Ha  bd-=xx^.  AinQ 
on  a trouvé  un-  quarré  égal  à ua  reftangle 
donné. 


»5 


PROBLEME  IV. 

Sur  une  Ugna  droite  donnJf  décrire  une  figurer 
reâ  'tiigne  femblahk  a une  figure  reéliligne  donne^ 
gÿ  femhl^tement  pofée  à la  figure  reëU^jjt  dén- 
uée. Eucl.  VI.  Prop.  as- 
soit AB  une  ligne  droite , fur  laquelle  il  faut 
faire  une  figu-  ^ / ■*  >*vH 
re  femblableau 
reétiligne  C ü 

/•'£,  (5c  fembla-  ■ -n  a B' 

blement  pofée.  . 

Je  réfous  CD  Eh  en  deux  triangles , fuivant  que 
lé  nombre  de  Tes  côtez  l’exige  ® fur  AB  je  rais 
ABH,  triangle  ferablable  au  triangle  CDF*, 
dt  fur  AH  le  triangle  AG  H fembl^ble  à C EF , 
& ainü  défaite,  s’ily  a plus  de  triangles.  Ce*- 
triangles  femblables  ont  leurs  côtez  propor- 

tioo- 


O'-'-’ * 1 — — *** 


I 

I 


Digilized  by  Google 


< Lîwg  IV*  Seêfi9v  IV*  23 

dbimels  mais  comme  ib  forment  oncora- 
pofent  ces  deux  figures , eUcs  auront  donc 
auffi  leurs  angles  égaux,  & leurs  côtex  homo- 
logues proportionnels.  Ainfi  AB  AGi:  DC* 
Ct , & conféquemment.  ces  figures  feront  fem- 
blablcs  ce  qu’il  falloit  prouver,. 


PROBLEME  V, 

Deux  figures  reâtlignes  étant  données,  en 
décrire  une  troijieme  fiemblahle  à l'aune  ^ égale  d 
Vautre.  Eucl.  VI.  ftop.  25. 


^Reéliligne  donnée  eft  /f;il  en  faut  faire  uM 
qui  lui  foit  lemblable  & égale  à ü,  autre  ReéÜ- 
ligne  donnée,  a - 
Sur  CD  je 
fais  le  Parallé- 
logramme CA’ 
égal  à /fs  & 
de  la  même 
maniéré  for 
D -.  le  Parallé- 
logramme D// 
égal  à B ayant 
llingle  donné 
^ y enfui  te  je  trouve /A'  moyenne  proponîoa- 
neUe  entre  CD  & D<?  ••  for  /X , je  fais  A 
lemblable  à /f  « ; je  dis  que  L eft  la  figure  de- 
mandée. Il  faut  prouver  que  L eft  ^al  à B, 
■A  Z.  étant  feinblables  par  la  conftruétion, 

riles  font  Tune  à l’aiire  comme  CD  k 
ceft-à-dire,en  raifon  doublée  de  CD  à /A«l 
mais  par  miypothefe  — CD.  IK.  DG:  ainü 
CD  eft  à Dù  auftî  en  railbo doulfiéc  de  CD 


% 

a- 

’ e M.  10.  b jup.  «.3*.  c £.«.».  isf.  &■  14e. 
ujo?.  n.19.  e i fkp.niTi,  g L.  3.M.80. 
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àlK*,  & par  conféquent  CD.  DG  : : Al 
mais  auflî  CD.  DG:  : C E.  D H Et  par  la 
conftruftion  CE  A ^ DH  = B : donc  CD. 

D G::  Partant  \\  cej^u’il  fal- 

^oit  démontrer. 


Remarquez  que  cette  coujirtiélion  Je  ferait  plus  ''' 
^ facilement , Ji  au-lieu  du  Parallélogramme  GE 
indiffèrent  ^ on  avait  fait  un  Reâangle. 

T H E O R E M E XX. 

^ Un  quarré  de  même  circuit  qu'un  paraïlelt- 
gramme  rectangle , eft  plus  grand  que  ce  parallé- 
logramme de  la  valeur  du  quarré  de  la  moitié  dé 
la  différence , qui  eji  entre  leiÜftôtez  de  ce  paraE 
Iclugramme. 

A"  eft  un  quarré,  &-2  ün  parallelogrammé 
de  même  circuit.  A C eft  la  fomme  des  deux 
côtez,  tant  de  x que  de  Z.  La  moitié  de 
AC,  qui  eft 5, 
eft  le  côté  du 
quarré  X.  A E 
eft  le  grand  cô- 
té de  Z,&  EC 
le  petit.  Soit 
AB  ou 

^ B E zz  a G.  ^ 

qu’on  prenne  A ® 

üD  =3  a:  donc 

AE  le  grand  côté  deZ  fera  ^ <Sc  le  moin- 
dre EC  ou  AD  fera  h — a ;leur  différence  fe- 
ra donc  2a.  le  quarré  X fera  donc  égal  à 
& le  reélangfe  Z égal  au  produit  de  ^ « x ^ —a,. 

c’eft-à-dire,  ab^aaO'ibb  — aa\ 

par  conféquent  la  difièrence  de  A & de  Z eft 


♦’X'.  î.  «.  I nu  t X.'  3.  n.  jz. 
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quarré  de  la'roôitié  de  la  -difFerence  des 
côcez;  ce  qu’il  falloit  prouver.  . ; - 

THEOREME  XXL 

De  deux  Polygones  réguliers  de  même  circuit , 88 
celui  qui  a plus  de  cotez  a.  une  plus  grande  fur- 
face, 

.Un  polygone  eft,égal  à un  triangle,  quia 
pour  bafe  fon  circuit,  & pour  hauteur  foa 
apothème  ».  Soient  donc  deux  polygones  de 
même  circuit;  je  nomme  x la  moitié  de  leur 
circuit,  l’apothême  de  celui  qui  a plus  de  cô- 
tez  foit  b,  celui  de  l’autre  foit  d\  voila  donc*» 
leur  furface  & xd.  Or  xb.  xd:  : b.  ^ 

Scb'p'd^:  donc  x b fera  plus  grand  que  a d, 

CoRjOLLAIRE. 

De  foutes  les  figures  ifoperimetres  ^c'ejl-à-dire^  gp 
de  même  circuit^  le  cercle  eji  la  plus  capable. 

Car,  1°.  un  quarré  elt  plus  grand  qu’un  pa-- 
rallelogramme  de  raêrrje  circuit  «.  Le  quarré 
eftun  polygone,  & par  conféquent  le  cercle, 
confideré  comme  un  polygone  d’un  nombre 
infini  de  côtez,  a un  plus'grand  apothème  que 
lui,  àinfi  une  plus  grande  furface.  Il  en  eftde 
même  des  autres  polygones. 

Theoreme  XXII. 

Les  Polygones  réguliers  ^ femblables  font  en  çp 
ratfon  doublée  de,  celles  de  leurs  cotez,  Eucl.VI.. 
Prop.  20.  , 

. Soient  X deux  polygones  femblablès  ; 
ils  font  égaux  à deux  triangles  femblables 
& fi  « eft:  la  moitié  du  circuit  de , ^ fon 

apothème,  & c la  moitié  du  circuit  de,Z&^. 

fon 

a X.  2.  n.  14$.  h L.  i.  n.  iis.  c^3.  «.  54.^  . 
d /uf.n.  4S«  e f*p.n,  *7.  f L.  z,  n,  I4J.- 
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Ton  apothème,  s=  X&i^  dz=.Z,  Or  «icft, 
à .€  d en  raifon  doublée  de  celle  de  « à c , ou 
de  celle  de  ^ à puifqu’elle  eft  égale  par 
rhypothcfc.,  ces  figures  étant  femblables. 

Corollaire. 

Donc  la  furface  (Tun  cercle  ejl  à celle  iPute 
éuttre  cerîU  en  rdfrn  donUée  de  jon  circuit , ou 
defon  diminetre. 

Car  ce  font  deux  polygones  fcaoblables  d’un 
nombre  infini  de  côtez. 

Theoreue  XXIII. 

Les  Polygones  réguliers^ fembltéies ^ font  en- 
tre eux  comme  les  quarrez  des  diamètres  des  cer- 
cles ùà  ils  font  infer its.  Eucl.  XII.  Prop.  I. 

Soient  deux  polygones  Xài  Z iolcrits  dans 
deux  cercles,  il  feut  démontrer  qu’ils  font 
entre  eux  comme  les  quarrez  de  leurs  dia- 
mètres AD , & GK. 

Pmfque  X A 

& Z font  po-  ^ i 

lygones  fem- 

blables , ils fe-  \ X ) 7\  I ~ \ -J 
ront  l’un  à \ \ i \ 1 ^ 

l’autre  en  rai-  ^ 

fon  doublée  jr 

du  côté  AB 

au  côté  GH^  par  le  Théorème  précédent; 
mais  à caufe  de  cette  fimilitude,  les  triangles 
ABU , GHK  font  aufli  femblables  : car  tous 
leurs  angles  font  égaux  étant,  appuyez  fur 
ferablabiCs  circonférences  f.  Donc  les  côtee 
homologues  feront  proportionnels  1 5 & par- 
tant AB^  GH:  : AD.  GK\  ainfi  la  raifon  dou- 
blée 

f fop. t -i»  3?.  ÿ ».  X«, 


Li<ore  ir.  SeSlkn  ir, 

Jblée  de  ÀB  à GH  fera  la  même  que  !a  d®u- 
*‘T)té€  de  -à  GK.  Donc  IcPol^ygonc^  fera 
au  Pol5gone  Z en  raifon  doublée  du  iame- 
tre  jI'ü  à GK^  c’dl-à‘.dire , , comme  le  qoar- 
ré  A4^  au  quarré  de  GiC*,;ce  qu’d  foUoit  dé- 
montrer. 

COROLLAiRR.' 

Donc  pmffue  1rs  Cercles  pemvem  être  pris  9% 
pour  des  Poiyganes , iemrs  fitrfiues  font  entre  elles 
Mtmme  les  piorrez  ik  Jturs  diamètres , EiicLXII. 
Pr(^.  2. 

THEOREME  XXIV.: 

AB=BC;  le  ParaHel^ramme  ABDH/èra  P4 
plus  p-and  me  le  Reâar^e  AFGK , que  ^l’- 

âne antre  dont  le  point  G fera  dans  la  dis^nale 
DC.  Eucl.  VL  Prop.  27. 

SG  = G£  t : donc  SGh-GC  =;<?£ -4-CC, 
-c’eft-à-dire , que  S / _ ^ _ 

=sKE.  Or  B t'czzBIy  » ? , » 

puifque  AB  = BC.  j l\  f / 

Donc  B F BG^  ou  / \lcrL 

yta  = BG-h.KE  OrV J k/* 

B G — h A -Ê  eft  plus  ,A  H jr  c 
^etit  ^ue  ou  AD 

îon  é^l.  Donc  AG  tSfl  plus  petit  que  AD. 

ProslemeVI. 


Appliquer  « AB:,  ligne  donnée mn  ParaUe-  pe 
iogramme  égal  <i  C,  défaillant  d’un  ParaUeh- 
gramme  femblable  à /D. 

C ne  doit  pas  être  pins  grand  qü*nn  Parallèle-^ 
pamme  fait  femblable  <à  D , appliqué  à la  moi- 

tié de  AB ^ c’eji-à-dire , plus  rrmd  que  AF  on 
ÉG.  Eucl.  VI.  Prop.  28. 

Cou- 

VI..}.». to,  t Aï. ». i9<« 
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Coupez  AB  également  au  point  £, fur  EB 
faites  le  parallélogramme  £&  lèmblable  à ce- 
lui Z>  •,  lequel  fera  plus  grand  que  C fuivant 
la  requifition  ; que  cet  excès  foit  de  la  figu- 
re /;  foit  fait  le  parallelogiamme  iVTégal  à 
/,  & femblable  à Z)  ou  EG  par  le  Problè- 
me foit  menée  la  diagonale  /B  , & foit  fait 

- FO  =3  KN^FQjz:  KT,\  par  0 & 0 foient  me- 
nées les  parallèles  SR&ilZ:  le  p^llelogram- 
me  AP  eft  ce  qu’on  cherche. 

Car  ces  parallélogrammes  Z) , £ G , OQ^ 
NT  ^ Z K font  femblables  entre  eux,  & EG 
=r  NT -+  C =3  — h C;  par  conféquent 

C eft, égal  au  gnomon  0 P(T=z  A 0 PG 

AO  -+  EP  =3  AP  ; ce  qu’il  falloit  démon- 
trer. ' ^ 

P R O B L E M E VI I. 

q6  a AB  droite  donnée , appli<juer  . un 

parallélogramme  égal  à G , ^i  excede  dé  un  pa~ 
rallelogramme  femblable  a D.  Eucl.  VI. . Prop. 

- 29. 

Soit  coupée  également  AB  en  £;  fur  EB 
foit  fait  KG  femblable  à Z>  enfuite  au  moyen 
des ''Problèmes  ^ foit  trouvé  HK  égal  k EG 
— f-  C & femblable  à Z)  ou  à £ G.  Je  prolon- 
ge FE  & £G  , de  forte  que  FLzzzIH  & FM 
z=lK.  Je  merie  par  £ & ÆT  les  parallèles  RN,> 

MN 

xjaf.  IJ.  ly.  h fup.  ».  8tf.  cfuf.  n.  ly. 
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MN  ^ AR  \ je  prolonge  AB  & G B ; je  me- 
né le  diamètre  1 3 N,  & eft  le  parallé- 
logramme qu’on  cherche. 

Car  ces  quatre  parallélogrammes  D.  HK, 
LM.  EG  font  femblables  par  la  conftruétion ; 
donc  0 P eft  femblable  à L OMk  D *. 

De  même  LM=:HK.,^zr  la  conftrudlion; 
ainfi  LMz:zHK=iEG-eC:  donc  LM=EG 
-h  C:doncLA7-£G=C.  Or  LM— EGt[\ 
égal  \BM-V  LB-{-BN^om  égalàBL  -\-AL 
— +-BiV;  car  /iE=zEB  par  l’hypothefe:  donc 
C=zBL  AL -\-  B N ou  CézAN;  ce  qu’il 
falloir  démontrer. 

PROBLEME  VIII. 

A une  figure  reéîiligne  donne'e , en  trouver  une  py 
* antre  femblable  en  ratjon  donnée. 

Soit  A une  figure  donnée.  On  demande  la 
figure  X ^ à laquelle  la  furface  de  ait  une 
raifon  donnée,  comme  par  exeipple  de5àr. 

Ces  figures , fuppofées 
femblables , doivent  être 
entre  elles  comme  les  A. 
quarrez  de  leurs  côtez  y— \ 
homologues  f 3 c’eft-à- 
dire,  en  raifon  doublée  >£/ 
defdits  côtez  ij: , ou  mê- 

L me 

♦/»/►.»#  JX.  t/*»^n.7J.  tL.î.n,lo. 


24*  Elêmens  de  Géométrie, 

me  de  quelque  autre  ligne,  corde,  ou  diamè- 
tre homologue  q^ui  en  joint  les  angles  comme 
B & C.  Il  faut  donc  pour  cela,  entre  le  dia- 
mètre B de  une  autre  ligne  iL>,  à laquelle  il 
foit  comme  jr  à i , trouver  une  moyenne  pro- 
portionnelle C 3;  de  forte  que  -H-  Q C.  D , 
& fur  cette  ligne  C décrire  la  figure  X fem- 
blable  à ^ , ces  deux  figures  /I  6c  X font  en- . 
tre  elles  comme  les  quarrez  de  B 6.  C ou 
en  raifon  doublée  de  B à C , c’eft-à-dire , comr 
ïûQ  B Z D,  ou  J à 1 : ce  qu’il  falloit  faire. 

Corollaire  I. 

98  Donc  il  eji  facile  de  trouver  une  figure  fembla- 
ble  à une  donnée , Çÿ  moindre  qu'une  autre  d'une 
certaine  figure  donnée. 

Car  il  n’y  a qu’à  la  ligne  B , côté  delà  figu- 
re donnée,  en  prendre  une  autre  D qui  lui 
' foit  dans  la  proportion  requilè , 6c  entre  elles 
trouver,  fuivant  ce  qui  a été  enfeigné  la 
moyenne  proportionnelle  C , 6^  fur  icelle  com- 
me côté  décrire  une  figure  femblable  à la  don- 
née c,  laquelle  fera  la  cherchée,  fuivant  ce 
Problème. 

Corollaire  JI. 

99  II  efi  également  facile  de  trouver  une  figure 
femblable  a une . donnée , ^ plus  grande  qu'une 
autre  d'une  certaine  figure  donnée. 

Ceft  une  femblable  conftruftion  que  la  pré- 
cédente. 


SEC- 
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S E C T I O N V. 

De  la  CommenfùrabiJité  ou  Incommenlli- 
rabilité  des  Lignes  & des  Surfaces. 

LLs  grandeurs  font  dites  Commenfurahles  y 
lorfqu' elles  peuvent  être  mefurées  par  une 
troifieme , qui  eji  ainfi  leur  commune  mefure, 

^ La  commune  mefure  d’une  toife  & d’un  pié, 
c’efl:  le  pouce,  qui  fe  trouve  exaftement  douze 
fois  dans  un  pié,  de  foixante-douze  fois  dans 
une  toife. 

Définition  IL 

hes  grandeurs  Incommenfurables  y font  celles 
qui  ne  peuvent  Jtre  mefuràs  par  aucune  commu- 
ne mefure. 

Une  hauteur  de  fept  piés  ne  peut  être  me- 
furée  exaftement  par  une  toife;  mais  elle  le 
peut  être  par  une  mefure  plus  petite,  comme 
par  un  pié  & par  un  pouce.  Ainfi  deux  gran- 
deurs ne  font  incommenfurables  que  lorfqu’on 
ne  peut  trouver  de  mefure,  pour  petite  qu’él- 
le  foit,  qui  les  puilTe  mefurer  precifément. 

Corollaire. 

Donc  deux  grandeurs  qui  ont  un  rapport  infi-  xoi 
Ht , font  incommenfurables  entre  elles. 

Car  fi  elles  étoient  commenfurables , leur  • 
commune  mefure  détermineroit  leur  rapport. 
Celui  du  point  à la  ligne  *eft  infini  ; car  on  ne 
peut  point  déterminer  en  quelque  ligne  que  ce 
foit,  combien  il  y a de  points,  puifqu’onla 
« Le  peut 
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peut  diviferà  l’infini.  De  même  entre  uneli-  - 
gne  & une  furface  le  rapport  eft  infini  ; car  dans 
• une  furface  on  y concevra  tant  de  lignes  qu’on 
voudra.,  comme  dans  un  folide  des  furfaces. 

Définition  III. 

i-oî  Von  appelle  Rationnelle , une  grandeur  connue 
' déterminée  ^ ÿar  rapport  à une  autre  dont  la 
valeur  je  peut  exprimer  par  nombre. 

Grandeur  Rationnelle  efl:  celle  à laquelle  on 
rapporte  toutes  les  autres , & fur  laquelle  on 
railonne  ; ainfi  on  la  fuppofe  connue. 

Definitio  n IV. 
jo-f.  Deux  grandeurs  qui  ne  font  pas  commenfura- '' 
blés  en  elles-mêmes  ^le  font  en  puifjhnce  leurs 
quarrez  ou  leurs  cubes  font  commenfurables. 

Si  b & c font  incommenfurables , mais  que 
leurs  quarrez  foient  commenfurables,  que  par 
exemple  bb  foit  à cc  comme  335  , alors  b & c 
incommenfurables  en  eux-memes , font  com- 
menfurables  en  fécondé  puiflance.  Si  ^ & z 
n’étoient  pas  commenfurables  ni  leurs  quar- 
X X ôc  zZj  mais  que  leurs  cubes  x x x & 
zzz  ou  z'  le  fulîènt:  par  exemple,  que 
x^  fût  à z^  comme  10  à 13,  alors  .v  & « in- 
commenfurables en  eux-mêmes  «Sc  en  fécon- 
dé puilfance , feroient  commenfurables  en 
troifioine  puilfance. 

Définition  V. 

Phmbre  quarré,  défi  le  produit  d^n  nombre 
rriultiplié  par  lui-même.  . , 

"Ainfi  9 eft  un  nombre  quarré',  parce  que 
' c’eft  le  produit  dé  3 multiplié  par  3 , qui  en 
. eft  la  racine.  * Va  _ 
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.Définition  VI. 

Nombre  cube , c"‘ e fl  le  produit  d* un  nombre  quar~  io< 
rd  multiplié  par  la  racine  de  ce  quarré^  c'efl-d- 
dire , par  le  nombre  qui  l'a  produit. 

Ainfî  8 eft  un  nombre  cube  fait  de  4 nombre 
quarré  multiplié  par  2 racine  de  ce  quarré , 
c’eft-à-dire , de  2 , qui  multiplié  par  lui-mê- 
me, a fait  ce  quarré  4. 

4 

Définition  VIL 

Nombre  non  quarré,  c'efl  celui  dont  la  racine 
quarrée  ne  fe  peut  exprimer  par  aucun  nombre. 

Définition  VIII.  > 

Nombre  non  cube , c'efl  celui  dont  la  racine  eu-  rot 
be  ne  fe  peut  exprimer  par  aucun  nombre. 

10  font  des  nombres  qui 
n^ont  point  de  racine  quarrée  qui  fe  puilTe  ex- 
primer par  des  nombres  ; car  on  ne  peut  point 
trouver  aucun  nombre,  qui  multiplié  par  lui- 
même,  faire  ou  2,  ou  3,, ou  5,  ou  6,  ou  7 
ou  8,  ou  10,  &c.  Ces  nombres,  à la  refer- 
ve  de  8,  ne  font  point  aufli  des  nombres  cu- 
bes, car  il  n’y  a aucun  nombre,  qui  multi- 
plié çubiquement,  les  puifle  produire. 

' Définition  IX. 

Nombres  expofans  d'une  raifon , font  les  plus  109 
petits  nombres  qui  P expriment. 

Ainfi  fi;<r  eftà«comme<îà  12,  les  expofans 
de  la  raifon  de  je-  à « feront  i & 2 , qui  font  les 
plus  petits  nombres  qui  puilTent  être  entre 
eux,  comme  6 & 12. 

Lorfqu' on  joint  deux  grandeurs  qui  ne  font  pas 
eommenfurables , ^ à qui  par  conféquent  on  ne 
peut  pas  donner  le  même  nom , ou  que  P* on  eflobli- 
^ lé 
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eP exprimer  par  deux  noms  differens  ^cela  s ap^ 
pelle  un  Binôme.  LQrf<(ue  d'une  grandeur  on  en 
retranche  une  autre  qut  lui  eji  incommenjurahle, 
Çÿ  qu^ainjt  on  ne  les  peut  exprimer  avec 
figne,  c'efi  bien  un  mnome',  mats  pour  dtfltu- 
guer  cela  de  ce  qui  fe  fait  quand  on  joint  eUux 
grandeurs  incommenfurables  , on  l appelle  Apo- 
tome , ou  Réfidu  , ou  Grandeur  diminuée,  je 
n'expliquerai  point  ici  les  termes  que  j at  déjà 
expliqué  dans  les  Elément  de  Mathématiques* 

PROPOSITIONS  EVIDENTES. 

« 

Proposition  I. 

Deux  nombres  font  toujours  commenfurables 
entre  eux , car  ils  ont  au  moins  V unité  pour  leur 
commune  mefure.  - 

Par  exemple , dans  ces  deux  nombres  77  & , 
81,  comme  dans  tous  les  autres,  lupiÇé  s y 
trouve  précifément  tant  de  fois,  ainuelle  en 
cil  la  mefure  comnaune. 

Proposition  II. 
horfque  d'un  nombre  on  en  retranche  un  autre ^ 
le  re/le  eft  un  nombre. 

Car  il  refte  une  ou  plufieurs  unitez. 
Proposition  III. 

' Les  lignes  ^ les  furfaces  qui  font  comme  nom- 
bre à nombre,  font  commenfurables  ; Çsr  celles  qut 
font  incommenfurables  ne  font  pas  comme  nombre 
à nombre. 

Ceft  une  fuite  des  Définitions  précédentes. 

Proposition  IV. 

Deux  grandeurs  commenfurables  à une  troi- 
fieme  j font  comme^urables  entre  elles. 


III 
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Car  fi  B & 2 font  commenfurables,  on  peut 
exprimer  aveO  des  nombres  leur  rapport.  Si  C 
& Z font  pareillement  commenfurables,  on 
exprimera  leur  rapport  avec  des  nombres  ; 
ainfi  toutes  ces  trois  grandeurs  fe  marqueront 
avec  des  nombres  :.paftant  elles  font  coramen- 
furables. 

Proposition  V. 

Une  It^ne  y racine  ou  chté  dunquarré  quir^eft  *^4 
fas  un  mml^e  <marré ^ n'ejï  ffas  rationnelle.  El- 
le ie  ferait , Ji  (on  qaorré  était  égal  à un  nombre 
quarré. 

La  racine  d’un  nombre  qui  n’eft  pas  quarré 
ne  fe  peut  point  exprimer  par  aucun  nomb/c; 
ainfi  toute  ligne  qui  eft  égale  à cette  racine , ne 
fe  peut  point  marquer  par  aucun  nombre. 

Proposition  VI. 

Si  les  quarrez  de  deux  lignes  ne  font  pas  entre  iis  ' 
eux  comme  deux  nombres  quarrez , ees  deux  U-  . 
gnes  ne  font  pas  commenfurables. 

Ces  lignes  font  égales  chacune  à la  racine 
d’un  nombre  qui  n’efl:  pas  quatré , ainfi  aucun 
nombre  ne  le%  peut  exprimer  ; elles  ne  font 
donc  pas  commenfurables,^ 

Proposition  VII. 

Un  quarré  rationnel  ne  peut  être  égal  à deux  ti< 
quarrez , dont  l*un  fait  rationnel  ^ r autre  ne  le 
fiit  pas. 

C’eft  ce  qu’on  a dit , Propofîtion  fécondé  ♦ • 
Qu’ôtant  d’un  nombre  un  autre  nombre , le 
refte  eft  un  nombre.  Ainfi  fi  d’un  quaftré  ra- 
tionnel, c’eft-à-dire,  qui  efUun  nombre,  on 
ôte  un  quarré  rationnel, c’eft-à-dire, un  nom- 

L 4,  bre^ 

«•  iix. 
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hrcj  le  refte  doit  être  un  quarré  rationne! oie 
un  nombre. 

Proposition  VIII. 

Une  ligne  tommenfurabîe  étant  divifée  en  deux 
parties^  Ji  P une  efi  commenfurable  , T autre  le 
fera  aujfi. 

Car  cette  ligne  s’exprimera  par  un  nombre, 
dont  ayant  ôté  une,  partie  commenfurable, 
c’eft-à-dire,un  nombre,  le  relte, félon  la  fé- 
condé Propofîtion,  fera  un  nombre. 

Proposition  IX. 

Il  s Si  a une  ligne  commenfurable  on  en  ajoute  une 
commenfurable , le  tout  fera  cqmmenfur^le.  , 

Cela  éft  évident , un  nombre  ajouté  à un 
nombre  fait  un  nombre. 

Proposition  X. 

,j.  Si  éPune  ligne  commenfurable  on  retranche  une 
ineommenfurable , le  rejle  efi  incommenfurable. 

Car  fi  l’une  étoit  commenfurable,  l’autre  le 
feroiç  auffi  , félon  la  huitième  Propofition, 

Proposition  XI. 

120  Quatre  lignes  étant  en  proportioK.fi  la premie^^ 
re  e/i  commenfurable  à la  fécondé , la  trotfieme  le 
fera  à la  quatrième.  Si  la  première  efi  incommen- 
furable avec  la  fécondé , la  troifieme  le  fera  à la 
quatrième.^ 

Cela  veut  dire,  que  fi  la  raifon  de  la  premie- 
re'à  la  fécondé  fe  peut  exprimer  par  nombre; 
celle  de  la  troifieme  à la  quatrième,  qui  eft 
la  mémtf , fe  peut  auflî  exprimer  par  nombre. 

Si  la  première-  railbn  ne  fe  peut  pas  exprimer,, 
il  en  eft  de  même  de  la  fecpnde  raifon, 

P RO- 
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Proposition  XII. 

Le  quarré  £une  ligne  ^ qm  efl  rationnelle  ^ ejl  121 
un  nombre  quarré  ; fon  cube  efl  auffl  un  nombre 
cube. 

Cela  efl:  évident. 

Tjheoreme  r. 

Si  les  raifons  Jtmples  font  de  nombre  à nombre , 
les  raifons  doublées  qui  en  font  compof/es  auront 
pour  expofans  des  nombres  quarrez  -,  ^ les  rai- 
fons triplées  auront  des  nombres  cubes. 

Soit  cette  raifon  Ample  àe  b kd:  donc  la  rai- 
fon  de  b*  à d*  efl  doublée.  Or  b à:  d Çq  pou- 


vant exprimer  par  nombres , leur  quarrez  le 
pourront.  Ainu  b*  & d*  feront  égaux  à des 
nombres  quarrez;  ainfi  feront  entre 


eux  comme  des  nombres  quarrez.  Par  les  mê- 
mes raifons,  b^  ^ d^  feront  entre  eux  com- 
me des  cubes.  ' 

T H E O R E E II,  * 

Une  raifon  flmple  efl  four  de  ^ fi  la  raifon  qui  . 
en  efl  doublée  ou  triplée-  efl  fourde.  , 

Car  par  le  Théorème  précédent , fl  cette  rai- 
fon n’étoit  pas  lourde,  la  raifon  doublée  auroit  ‘ / 

pour  expofant  un  nombre  quarré,  & la  raifon 
triplée  un  nombre  cube.  ' 

T H E O R E M E 1 1 1.  . 

Une  raifon  fimple  n' efl  pas  fourde  ^ fi  les  nom- 
bres  expofans  de  fa  raifon  doublée  font  quarrez^  ***,  - 

Çÿ  les  expofans  de  fa  raifon  triplée  font  aes  cubesi 

fi  cela  n* efl  pas  elle  efl  fourde.  . , 

Caries  quarrez  font  en  raifon  doublée  de  • 
leurs  côtez  ou  racines,  & les  nombres  cubes  . ' 

. . L 5 tri- 
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triplée  de  leur  racine  * ; ainfî  les  racines  des 
expofans  d^une  raifon  doublée  ou  triplée , fe- 
ront les  expofans  de  là  raifon -finale  ; qui  par 
'conféquent  ne  fera  pas  fourdc.  Par  la  niême 
raifon  fi  ces  nombres  ne  font  pas  quarrez  ou 
cubes  ; comme  leurs  racines  font  les  expofans 
des  raifons  fimples , ces  raifons  (impies  ne  fe 
pouvant  exprimer  par  nombre,  eüesfont  four- 

- des. 

L E M M £.  . 

Quaire  lignes  e'tant  en  proportion  ^ le  produit 
des  antécédens  ejl  a celui  des  conféfuens , comme 
^ le  qmarré  du  premier  terme  ejl  au  quarré  du  fe^  , 
cond  terme. 

Soient  a.  b w c.  d.  Il  faut  prouver  que  a e. 
hd'.’.  aa.  bb\  be  produit  des  moyens  divifé 
, par  le  premier  terme  eft  égal  au  quatriè- 
me t ; ainfî  fe  peut  mettre  pour  d\  par-  - 

tant  ^^zezbd.  Ainfî  il  faut  démontrer  que 

ae.  : : aa.  b b.  Multipliez  ac&  par 

4*,  de  vous  aurez  aae  & bbc,  & divifez  fes 
produits  par  f , reliera  aa&.  b b.  La  niême 
raifon  demeure  toujours  i : donc  ac.bd::  aa^ 
b b;  ce  qu’il  falloir  prouver.  , 

Theoremk  IV. 

»iS  Quatre  lignes  comutenfurables  étant  en  pro^ 

- portion  ^ le  reélangte  ou  produit  des  antécédens  ^ 
efi  à celui  des  conféquens , comme  deux  nombres 
quart eZ’ . 

Soient  ces  quatre  lignes  comroenfurabley  & 

pro-  « 

. ♦ j.«.  7».  &*  7J.  + L.  t.n.  S4‘ (y  Sf. 
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proportionnelles  a.  h::  c.  d\  par  le  Lemme 
précédent<*f.  bd'  i au.  bb.  Or  a&^lontfl^ 
pofez  commenfurables  ; leurs  quarrez  font 
donc  un  nombre  quarré  : donc  a ch.  bd  font  en- 
tre eux,  comme  deux  nombres  quarrez. 

Lemme. 

Six  lignes  htxtt  proportionnelles  le  produit  des 
antécédent  efi  à celui  des  confèrent , comme  le 
cube  du  premier  terme  efi  a»  cube  du  fécond 
terme. 

Soient  <*.  b\\  c.d:\e,f.  II  faut  prouver  que 
ace,bdf'.\  aaa.bbb',  ‘'‘zzdySiL^  =/*; 

donc^^<^/=  Or  en  multipliant  ace  St 

par  aa,  & divifant  les  produits  de  cette 

multiplication  a*  c e &b^  «-e  par  <-r,  après  ce- 
la vient  a*  i b*  y la  même  raifon  demeure  tou^ 
jours  t ; partant  aer.bdf::  a^  b^  ;ce  qu’il  fal- 
loit  prouver. 

Theoreme  V, 

Six  lignes  commenfurables  étant  en  proportion^  ut ' 
le  produit  des  antécédens  eft  à celui  des  cùnféfuens, 
comme  deux  nombres  cubes. 

Soient  a.bw  e.  d:'.  e.f;  par  le  Lemme 
précédent,  ace.  kdf\  : a?,  b^.  Or  ^ étant 
commenfurables , fe  pouiTont  ainfî  exprimer 
par  nombres- 1,  a}  ¥ font  deux  nombres 
cubes  ; par  conséquent  ace  Sl  bdf  font  com- 
me deux  nombres  cubes. 

.Theoreme  VI. 

Si  trois  lignes  font  e»  proportion  continue  y ^ 

L 6 aue 
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que  la  première  fait  à la  troijieme  comme  deux 
nombres  quarrez , ces  trois  lignes  feront  comment 
furables. 

Soit  cette  proportion  continue -H- 4.  b.  c.  Si 
. ' la  raifon  a k c eu.  de  nombre  quafré  ; je  dis  que 
la  raifon  de  4 à ^ fera  une  raifon  de  nombre  à 
nombre:  car  la  raifon  de  a k c eù.  doublée  de 
celle  de  4 à ou  comme  le  quarré  de  4 au 
quarré  de  ^ * ; & par  conféquent  par  le  Théo- 
rème troifieme  1 3 cette  raifon  doublée  étant 
comme  nombres  quarrez  , la  raifon  fimple 
dont  elle  elt  compofée  ri’eft  pas  lourde. 

Corollaire. 

En  ce  cas  le  reél angle  des  extrême^  ^ fes cotez 
font  commenjurables  avec  le  quarré  de  la  moyen* 
ne,  ^ fon  côté. 

Car  I®.  puifque  parrafuppofîtion-H-4.  b.c, 

' il  s’enfuivra ac:=zb.b\\  & ainfi  a c commenfu- 
rableavec^^.  2°,  Par  le préfent  Théorème, 
les  côtez  a,  b,  c font  commenfurables. 

THEOREME  VIL 

3 3 1 - Si  trois  lignes  font  eh  proportion , que  la 
première  Joif  à la  troijieme  comme  deux  nombres, 
dont  le  produit  n*e(i  pas  Un  nombre  quarré  (ou  . 
qui  ait  pour  expofans  deux  nombres  qui  ne  font 
pas  quarrez)  /4  moyenne  fera  incomrnenfurable 
en  elle*même  , Çîf  commenfurable  en  puijfance 
''avec  la  première  ^ la  troijieme. 

Soit  h.  c.  d'.  la  première  b de  ces  trois  . 
lignes  efl  à la  troifieme , comme  ces  nombres 
s & 9,  dont  le  produit  18  n’eft  pas  un  nombre 
L quarré.  J e dis  que  la  fécondé  ligne  c fera  incom- 
menfurable  en  elle-même,  &,  commenfurable 

en 

♦ X.  J.«.  te.  K.  12+.  + L.  3.  «.  J7, 
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' en  puiflTance  avec  la  première  & la  troifîeme. 

Son  quarré  cc  eù.  égal  à ou  à ig  ».  Or  i8 
n’étant  pas  un  nombre  quarré,  fa  racine  <■  ne  fe 
peut  point  exprimer  par  nombre,  ainfî^eftin- 
commenïurable  en  elle-même  avec  è&ui;  mais 
fa  puilTance  r <• , qui  vaut  1 8 , l’eft  avec  b & avec 
dy  c’eft-à-dire , avec  2 & avec  9,  puifquc  la  ' 
raifon  s’exprime  par  des  nombres. 

THEOREME  V I II. 

Si  de  trois  lignes  en  proportion  continue  y la  13»- 
premiere  n'eji  pas  à la  troijieme  comme  nombre  à 
nombre  , la  moyenne  ejl  incommenfurable  avec 
elles , tant  en  elle-même  qu^en  puijfance. 

Soit  cette  proportion -H- c.  d,  dontia  pre- 
mière ^n’eftpasa  comme  nombre  à nombre; 
^edis  que  c ni  fa  puiflàncetf  ne  font  pas  com- 
menfurables  avec  b & <^:car  la  raifon  de  b k d 
eft  doublée  de  celle  deb  àr , & det  à d^.  Cette 
raifon  doublée  étant  donc  fourde,  la  raifon 
fimple  de  ^ à r ou  de  f à eft  donc  fourde  par 
le  Théorème  fécond  c. 

Le  quarré  de  b eft  au  quarré  de  c commet 
eft  à Donc  puifque  b n’eft  pas  à comme 
nombre  à nombre y bb  àL  cc  ne  font  pas  com- 
me nombre  à nombre;  ainfi  ce  font  des  in-, 
eommenfurables  «. 

THEOREME  IX. 

Si  de' quatre  lignes  en  proportion  continue ^ la 
raifon  de  la  première  à la  quatrième  eji  une  rai- 
fon de  nombre  à nombre , qui  ait  pour  expofans  - 
des  nombres  cubes  ; ces  quatre  grandeurs  jeront 
eommenfurables. 

' Soit  ~^b.  c.  d.f.  Si  b.  f::  i.  8,  ces  quatre 

L 7 li-  ' 

a L.  î.  n S7.  b Z,.  J.  8 3.  c /uf.  M.m» 
d L.  3.  n.  84.  e fup.  ».  iiz. 
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lignes  b i c^d.f  font  comraenfurables  : car  la 
raifon  de  ^ à / eft  triplée  *.  Ces  deux  nombres 
I & 8 font  cubes  ; cette  raifon  les  ayant  donc 
pour  expofansj  la  raifon  Ample  comme  celle  de 
cette  progrefîion  qui  eft  entre  chaque  terme, 
ne  peut  êtrefourde  •»,  félon  le  Theorême  troi- 
fieme. 

Theoreme  X. 

Si  de  quatre  lignes  en  proportion  continue  ^ la 
raifon  de  la  première  à la  quatrième  a pour  expo- 
fans  des  nombres  qui  ne  font  pas  cubes , la  pre- 
mière & la  fécondé  feront  feulement  commenfu- 
rables  eti  puijfances  ; ainfide  même  de  la  fécondé 
^ de  la  troifieme. 

Soit  -H-  b.  c.  d.f,  & que  b.f:  : i.  5.  La 
raifon  de  ^ à / eft  triplée  de  celle  àc  b à c*^.  Qr 
1 & 5,  les  expofans  de  la  raifon  de  ^à/,  ne  font 
pas  cubes  ; la  raifon  finmle  de  ^ à c eft  donc 
une  raifon  fourde  ‘^:ainfîden>émedelaraïfon 
de  r k d,  de  celle  de  dkf.  Mais  puifque  b'. 

' c*  ::  b.f;  de  par  conféquent  b*.  c^:i  1.5*: 
donc  b Sec  fontcommemurablesenpuiftànce. 

Theoreme  XI. 

JJ  J Si  de  quatre  lignes  en  proportion  continue , la 

première  n*ejl  pas  à la  quatrième  comme  nombre 
k nombre , la  raifon  de  la  première  à la  fécondé 
n*eji  pas  de  nombre  à nombre. 

-fr  b.  e.  d.  f;  la  raifon  de  ^ à / eft  triplée  ; 
donc  cette  raifon  triplée  étant  fourde,  par  le 
Théorème  fécond,  la  raifon  fimplede^a  c eft 
fourde;  & puifque  P.  f’  : : b.  /,  cette  raifon 
de  b kf  étant  fourde,  celle  de  b^  à c^  eft  four- 
de, 

S Zt»  91*  83 • b S^P*  c Zi*  8«  A» 
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de.  Ainfi  e n’eft  pas  commenfurable  en  puif- 
fance  avec  b.  ^ 

» P R O B L 1 M E I. 

‘Trouver  une  ligne  qui  fait  ineommenCurable  en  uê 
elle^même,  ^ commenfurable  en  pui^ance  avec 
une  ligne  connue.  ' 

Soit  b une  ligne;  on  en  cherche  une^i  lui 
foit  incommeniurable.  La  ligne  b étant  2 , je 
prends  jeune  ligne  égale  à 3 ou  à 5 , ou  à tout 
autre  nombre  qui  ne  foit  pas  quarré.  Entre  ce» 
deux  lignes  je  cherche  une  ligne  moyenne  pro- 
portionnelle, que  je  nommer:  ainfi c.  x. 

Or  par  le  Théorème  feptieme  la  ligne  c fera 
incommenfurablo-  en  elle-même  avec  ces  deux 
premières  lignes , & commenfurable  en  puif- 
, lance  . 

PROBLEME  IL 

‘Trouver  une  ligne  qui  foit  ineommenfurable , lOT 
tant  en  elle-même  qu^en  puijjance , avec  une  ligne 
^connue  ^ donnée. 

Soit  la  ligne  donnée  & connue  B,  je  lui 
cherche  par  le  Problème  précédent  la  ligne 
qui  lui  loit  incommenfurable  en  elle-même^ 
Après , entre  B ôc.  D,  ayant  trouvé  la  ligne  C 
moyenne  proportionnelle;  cette  ligne  par  le 
Théorème  huitième  f fera  incommenfurable, 
tant  en  elle-même  qu’en  puiflànce  avec  B ; ce 
qu’il  falloit  faire. 

THEOREME  XII. 

La  diagonale  (T un  quarré  éfl  incommenfurable  n» 
en  elle-même  , ^ commenfurable  en  puiffance 
avec  chacun' des  cotez. 

, Soit  le  quarré  ABC.D.  Il  faut  prouver  que 

AC  y 


N. 
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'AC , fa  diagonale,  eften  elle-mê-  o 
me  incomraenruiÿble  avec  AB\ 
mais  qu’elle  l’eft  en  puilTance. 

Soit 6=4;  puifque  SC  | 

donc  BC  =z  a:  donc  a a — (-  aaJt 

— t * “—» 

z=  AC  *:  donc  aa.  AC  : : 1.2;  ainfi  voilà  la 
diagonale  commenfia-able  en  puilTance.  Or  2 
n’cit  pas  un  nombre  quarré  donc  AC , ra- 
cine de  dC  ne  peut  s’exprimer  par  nombre 
ainfi  elle  ell  incommenfurable  en  elle-même  * ; 
ce  qu’il  falloir  prouver. 

Theoreme  XIII- 


jp  Les  deux  parties  dune  ligne  rationnelle  cou-- 
pée  en  moyenne  ^ extrême  mifox'^  ne  font  pas 
rationnelles.  Eucl.  XIII.  Prop.  6. 

Soit  CB  ligne  rationnelle  coupée  en  moyen- 
ne & extrême  raifon  au  point  A ; je  dis  que  les 
parties /fC  & /îB  ne  font  pas  lignes  rationnel- 
les ; ou , ce  qui  ell  la  même  - B " ♦ 

chofe,  qu’elles  ne  peuvent  être 1 

exprimées  par  des  nombres.  - A 
J’ajoute  à CB  la  ligne  BD  moitié  de  CS,  le 
quarré  de  la  médiane  A B jointe  avec  BD, 
vaut  cinq  fois  le  quarré  de  BD  ainfi  ces 
deuxquarrez  font  comme  5 à i.  Orjn’eltpas 
- un  nombre  quarré:  donc  par  le  Theorême 
la  ligne  -j-  BD  n’ellpas  rationelle,  mais 
BD  moitié  de ligne  rationnelle,  ell  ration- 
nelle ; il  faut  donc  que  ce  Ibit  la  médiane 
. qui  ne  foit  pas  rationnelle  : & partant  s la  peti- 
te partie  AC  fera  incommenfurable; car li elle 
étoit  commenfurable,  AB  le  feroit  aufli  h'. 

' Co- 

Zptp.-n.-jt.  hjUp.n.\o6.  C Jkp.n.w^.  êtfus.n  iij. 
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Corollaire. 

ha  médiane  ejl  incommenfurable  avec  la  Uu~  14» 
te , tant  en  elle-même  qu^en  ÿuijfance. 

Soit  ^ une  ligne  coupée  en  moyenne  & ex- 
trême raifon,  AT  eft  la  médiane , a- la  peti- 

te, -H-  b.  X.  b — x.  Or  pui^ue  b — x une 
ligne  non  rationnelle  par  le  Inéorême  préfent, 
donc  parle  Théorème  huitième  * x , moyenne 
entre  è — jf,  eft  inconamenfurable  avec  b , 
tant  en  elle-même  qu’en  puiflànce. 


. SECTION  VL 

Des  Raifons  des  Cordes  avec  les  rayons  . . 
' ' du  Cercle. 

Avertissement. 

Es  Cordes  d^un  même  Cercle  ne  font  pas  en-  14* 
tre  elles  comme  les  Arcs  dont  elles  font  les 
Cordes:  ces  deux  Arcs  BED 
^ C F D étant  égaux , l'Arc 
B D C ^ double  de  l'un  ^ de 
l'autre.  Si  BC,  corde  de  cet  "Si  - ^ 

arc , étoit  donc  le  double  de  la  corde  "&D  ou  de 
la  corde  D G , comme  l'arc  B D G efl  le  double 
de  l'arc  BED;  alors  B G ferait  égal  i BD 
— hCD  ; ce  qui  ne  peut  être  f.  On  ne  peut  donc 
pas  fuppofer  que  les  cordes  d'un  même  cercle  foi'ent 
entre  elles  comme  les  arcs  dont  elles  font  les  cordes. 

TheoremeI. 

he  rayon  du  cercle  eji  égal  à la  cor  de  de  foi  xan-  14^ 
te  degrez. 

. , L’an-  ' 

^ t L,i.n.ix. 
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L’angle  du  centre  d’un  hexagone  eftde  6o  de- 
grcz  fixieme  partie  de  3<îo  degrez,  que  valent 
les  quatre  angles  droits  qu’on  peut  concevoir 
autour  du  centre.  Soit  donc  B AC  un  anglo 
de  6o  degrez  ; ainfi  B C 
eft  le  côté  de  l’hexagone 
qu’il  faut  prouver  égal  au 
rayon  AB  ou  A C.  Le 
triangle  B AC  eft  ifofce* 
le  ; ainfi  les  angles  fur  la 
bafe  font  égaux  ; mais  ce- 
lui du  Commet  eftdedo, 
ainfi  tous  deux  enfemble 
valent  120,  partant  chacun  5o.  Ce  triangle 
eft  donc  équilatéral  : partant  BC  ■=z  A B y ou 
BC  =2  AC-,  ce  qu’il  falloit  prouver. 

Corollaire  I. 


14S  Utt  cercle  étant  donné  faire  un  hexagone.  Eucl. 
IV.  Prop.  15. 

' Le  compas  ouvert  de  la  grandeur  durayon, 
je  divife  le  cercle  en-  fix  parties. 

Corollaire  II. 

144  II  eft  facile  de  faire  un  triangle  équilatéral 
dans  un  cercle.  ' 

Car  deux  parties  des  fix  de  l’hexagone , font 
la  troifieme  partie  du  cercle. 

Corollaire  III. 


145  La  raifon  de  la  circonférence  du  cercle  au 
rayon , eft  plus  grande  que  3 i i. 

Chaque  côté  d’un  hexagone  étant  égal  au 
rayon,  les  fix  côtez  feront  égaux  à trois  fois 
le  diamètre  ; ainfi  la  circonférence  de  ce  po- 
lygone eft  au  rayon  du  cercle  oUil  eft  inferit, 

corn- 
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comme  3 à i.  Or  la  circonférence  de  ce  cer- 
cle eft  plus  grande  que  celle  de  l’hexagone, 
chaq^ue  portion  du  cercle  étantplus  grande  que 
le  coté  de  l’hexagone  qui  lui  lert  de  corde. 

T H E O R E M E II: 

Le  quarré  d'un  des  cotez  du  triangle  iquila--  *4* 
ferai  infcrit  dans  un  cercle^  eft  triple  du  quarré 
du  demi-diametre  ou  du  rason  de  ce  cercle.  Eucl. 
XIII.  Prop.  12. 

Soit  ÂBC  un  triangle  équil^ral  infcrit  dans 
le  cercle  X ; foit  mené  le  diamètre  AD,(\\x\  cou- 
pe la  corde  5 C perpen- 
diculairement en  deux 
parties  égales  *.  II  faut 
prouver  quelequarré 
dt  ABtÇc  triple  de  ce- 
lui du  rayon;  puifque 
BC  eft  la  corde  du  tiers 
du  cercle , BD  fera  la 
corde  de  la  fixieme  par- 
tie , & partant  égale  au 
rayon,  dont  le  diamè- 
tre yfZ>  eft  le  double  f.  Ainfi  fî  B Z)  s=  il 

faut  que  = Æ=4^è.Soit^B=«; 

puifque  AB  D qÜ.  reélangle  : donc  aa—^bb 


' » 

AD  Ainfi  44 — V b b "sic  ^b  b.  Otant  de 
part  & d’autre,  reftera  aazz^bb-,  ce  qu’il 
faUoit  démontrer. 

Avertissement. 

neveux  fasgrojftr  ces  Elément  de  plufteur s 147 
théorèmes  femblable s.  Il  eft  évident  que  la  tan~ 
gente  d* un  angle  de  quarante-cinq  degrez  eft  égale 

au 

f£r.i.  «.90» 
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W rayùni  car  elle  fait  avec  ce  rayon  un  triangle 
reit angle  dont  la  fée  ante  ejl  la  baje , fur  laquelle 
les  an^es  font  égaux  ^f avoir , chacun  de  quarante- 
cinq  degrez-  Ainp  ^ i°.  il  faut  que  cette  tangen- 
te ^ le  rayon  foient  égaux.  2®.  he  quarré  de  la 
fécante  ♦ efl  égal  au  quarré  du  rayon  de  la  tan- 
gente , ou  ce  qui  efi  la  même  chofe , à deux  fois  le 
quarré  du  rayon.  Or  la  corde  de  nonante  eji  égale 
à la  fécante  de  quarante-cinq  degrez  : par  confé- 
queut  la  corde  de  nonante  eJi  égale  d deux  fois  le 
quarré  du  rayonna  comme  il  eji  évident. 

Lemme  Premier., 

*♦*  Dans  un  triangle  ifofcele  ^Ji  les  angles  de  la  hafe 
font  doubles  de  celui  du  fommet , je  dis  que  la  li- 
gne qui  coupe  far  la  moitié  un  des  angles  de  la 
bafe , coupe  le  coté  opfofé  AB  en  moyenne  ^ ex- 
trême raifo». 

Soit  BAC  ce  triangle  ifofcele,  & qu6  la 
ligne  CD  coupe  par  la  moitié  B "JA  un  des 
angles  de  la  baie  ; il  faut  prouver  qu’elle  coupe 
AB  en  moyenne  & extrême  raifon  au  point  /?- 
lo.  Puilqu’on  fuppofe  que 
l’angle  BCA  eft  double  de  B/iC; 
donc  la  moitié  DCA  fera  égale  à . 
l’angle  CAD  : partant  le  triangle 
ADC  ayant  fur  fa  bafe les  an- 
égaux,  il  fera  ifofcele  t,&' au- 
ra fes  côtez  AD  & DC  égaux.* 

' 20.  L’ande  J5Z)C  eft:  égal  aux  ^ ^ 

deux  oppofez  DAC  par  confé- 

quent  il  eft  égal  à l’angle  AC  B qui  vaut  ces 
deux  angles,  & à DBC  qui  eft  égal  par  l’hy- 
' pothefeà  ACB,  ainfî  le  triangle  DCB  ayant 
les  angles  fur  la  bafe  D B égaux,  eft  encore 
ifofcele;  ainfi  DC  =:  B C. 

30.  Les 


Livre  , SeSliôn  VI,  261 

3®.  Les  deux  triangles  ifofceles  BACÇc 
B DC ^ qui  ont  un  angle  commun  au  point 
B *,  font  équiangles,  de  partant  femblables: 
donc  »>  AB  eftà  fiC,  ou  à Aü  fon  égal, 
comme  DC  on  fon  égal  //£)  eft  à £>fî,  c’ell- 
à-dire,  -r:-  AB.  AD.  DB\  & par  conféquent 
AB  eft  coupé  en  moyenne  & extrême  raifon, 
puifque  la  partie  A D moyenne  entre  la 
toute  AB  f ÔL  l’autre  partie  DÈ 


L E M M E IL 


DJertre  un  triangle  ifofceh  , qui -ait  chacun  ,4, 
des  angles  fur  la  bafe  double  de  l’autre.  Euclid. 

IV.  rrop.  10. 

Ayant  la  ligne  AB\i\  la  faut  divifef  en 
■moyenne  de  extrême  raifon  au  point  Z)  ; de 
ÎB  & de  Z) , & de  l’intervalle  de  la  médiane 
AD,  je  fais  deux  arcs  qui  fe  coupent  au 
point  C.  Ainfl  BC  =1  DC  '=z  A D.  Les  deux  ' 
triangles  A DC  ik  DC  B font  donc  ifofceles. 

Par  la  même  conftrudbon  -H-  /tB.  AD.  Di/. 
Mettant  en  la  place  des  lignes  égales  /Z  • 
BC::  BC.  BD-,  donc  B ^C  k D B C font 
femblables,  'ou  équiangles  ® de  ifofceles.  Or 
l’angle  jB  D C eft  égal  k DAC  AC  D \os 

oppofez  intérieurs  qui  font  égaux,  puifque 
/Z  Z)  C eft  ifofcele  : Donc'  D B c égal  k B DC 
eft  le  double  de  fi /Z  C;  ce  qu’il  falloit  prou- 
ver.  ' . . 

Lemme  III. 


Dans  un  triangle  ifofcele , dont  le  fommet  eft 
au  centre  du  cercle , ^ qui  a pour  bafe  le  côté  du 
décagone , chaque  angle  de  la  bafe  eft  double  de  ce- 
lui du  fo-mmet. 


% 

a L.  z.n.  8î.  b JUp.  n.  la.,  c fup,  ».  14. 
^f*p.  ».  34*  c/*)». ».  13. 
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Le  triangle  ifofcele  5 yfC, 
a fon  fommec  au  centre 
de  Y.  Sa  bafe  PC  eft  le  cô- 
té d’un  décagone  , & par 
conféauent  la  corde  d'un  arc 
^36  aegrez  dixième  partie 
de  360  degrez  que  vaut  le 
cercle.  Il  faut  prouver  que 
chaque  angle  de  la  bafe 
CB  A & AC  B y vaut  72  degrez  double  de 
36  ; ce  qui  eft  évident , car  les  trois  angles  ' 
valent  180  degrez  *,  Si  on  ôte  3Ô  de  ce  nom- 
bre, pour  la  valeur  de  l’angle  du  fommet, 
refte  144  pour  les  angles  de  la  bafe , qui  étant 
égaux,  chacun  fera  de  72  double  de  3^. 

THEOREME  ni. 

isi  La  médiane  du  rayon  coupé  en  moyenne 
extrême  raison  eft  Je  coté  du  décagone , ou  la  corde 
de  trente -Jix  degrez.  ’Euclid.  IV.  Prop.  10. 
(P/f.  ci-dejfus.) 

Soit  AC  rayon  d’un  cercle  divifé  en  D en 
moyenne  & extrême  raifon  f , & qu’on  ait 
fait  la  corde  BC  égale  à la  médiane  AD^ 
alors  les  angles  fur  la  bafe  B Ç feront  cha- 
cun double  de  B C t '•  donc  par  le  Lemme 
précédents  C eft  la  corde  de  la  dixième  par- 
tie du  cercle,  & par  conféquent  le  côté  du 
décagone. 

L E M M E IV. 

Ut  Dans  un  pentagone  ayant  tiré  deux  lignes  iP un 
de  fis  angles  aux  extremitez  du  côté  oppofé,  cela 
fera  un  triangle  ififcele^  ^ chacfue  angle  fur  la 
hafe  fera  double  de  celui  du  fommet.  ' ^ 

■ 2 eft  un  pentagone  régulier.  De  A ayant. 

me- 
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mené  aux  extrémitez  du  côté  oppofé  BC 
deux  Ifgnes , cela  fera  le  triangle  BÀC, 
qu’il  faut  prouver  être  ifofcele,  à.  que  ABÇ 
3C A lont  chacun  double  ûq  B 3 C. 

1°.  AB  ài  AC  cor- 
des d’arcs  égaux,  font 
égales: donc  BAC  eft 
ifofcele  *. 

2®:  L’angle C’a 
pour  mefure  h moitié 
de  l’arc  fi  c ’ , & l’angle 
AC  B la  moitié  de  l’arc 
y#LB  *>.  Or  A LU  eft 
double  de  fiC:  donc 
l’angle  AC  B eft  dou- 
ble de  l’angle  B AC.  On  prouvera  de  même 
que  ABC  y eft  double  de  B AC, 

Theorïme  IV. 

Dans  un  pentagone  ^ Ji  deux  lignes  cordes  du 
- double  de  Parc  que  foutient  chacun  de  [es  cotez  fe 
coupent , elles  font  coupées  en  moyenne  ^ extrê* 
me  raijony  ^ la  médiane  ou  la  plus  grande  par- 
tie, eji  un  des  cotez  du  pentagone. 

Dans  le  pentagone  PT,  que  je  fuppofe  ré- 
gulier, infcrit  dans  un  cercle,  les  lignes  BD 
& EF,  chacune  corde  du  double  de  Tare 
dont  chaque  côté  du  pentagone  eft  la  corde^ 
fe  coupent.  Il  faut  prouver  qu’elles  Je  font  en 
moyenne  & extrême  rAifon,  & que  la  mé.- 
diane  ou  la  plus  grande  partie,  telle  que^C, 
eft  un  des  côtez  du  pentagone. 

, I®.  L’angle  BEF  2^  pour  mefure  la  moitié 
des  deux  arcs  BG  GF c,  & l’angle  BÇE 
la  moitié  des  deux  arcs  BE  & PD  < Or  ces 

deux 

i L.s.n.it.&L.z.M.S7>  bL,2.m.}9, 

dL,  il  fl.  Si* 
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deux  mefures  font  éga-  Ce 

les:  donc  ces  deux  an- 
gles font  égaux  ; , ainfi 
£BC  eft  ilofcele  * , & ° 
partant  BE  — BC:  ainfi 
BC  eft  un  des  côtez  du 
pentagone;  ce  qu’il  fal- 
loit  prouves 

2°.  Par  la  même  rai- 
fon  C/'=  fD:  & puifque  B D zz  F E cor- 
des des  mêmes  angles, il  faut  que  CE=zCD: 
ainfi  ECD  eft  un  ifofcele.  Le  triangle  BED 
eft  aufli  ifofcele  , puifque  B E — ED;  car 
bn  fuppofe  que  Z eft  un  pentagone  régulier  : 
CCS  deux  ifolceles  ont  un  angle  commun  à D; 
donc  ils  font  équiangles  : partant  comme 
éft  à B£ , ou  à fon  égale  BC  ; ainfi  ED 
ou  fon  égale  BC  fera  kCD^,  c’eft-à-dire, 
-H-  BD.  BC.  C£);&parconféquent,  félon  la 
■ notion  de  la  moyenne  & extrême  raifon,  BD 
eft  coupée  comme  il  a été  propofé. 

Theoreme  V. 


IJ4  La  li^ne  droite  compofe'e  du  côté  de  Vhexagone 
$5*  du  décagone  inferits  au  même  cercle , ejl  cou- 
pée  en  moyenne  ^ extrême  raifon.  Suclid.  XIII. 
Prop.  9-  ; ■ 

Soit  /#B  côté  du  décagone,  & BE  côté  de 
l’hexagone,  c’eft-à-dire,  une  ligne  égale  au 
rayon  BD  je  dis  que  eft  coupée  en 
moyenne  & extrême  raifon.  au  point  B. 

E B D eft  ifofcele,  puifqüe  BE  eft  fup- 
pofée  égale  au  rayon  B D ; le  triangle  dB  D 
eft  aufli  ifofcele,  & l’angle  B BD  on  AB  D 

eft 

a L.  2.  ti.  83,  b'£>.  X.  n.  tr.  c fuf,  n,  s«. 

à fuf.  n,  142.  \ ... 
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eft  double  de  BD  A \ 

Or  DBA  eft  auffi  dou- 
ble de  BDii , puifqu’il 
deuxan- 
ED^  & 

5ED,  & 

BD  A font  égaux  entre 
oux,-'<St  pris  enfemble 
ils  font  égaux  à EAD\ 
ainfi  le  triangle  A ED 
eft  ifofcele  ; partant , puifque  BD  coupe  en 
deux  l’angle  EDA , il  faut  que  EA  foit  cou- 
pée en  moyenne  & extrême  raifon  ce  qu’il 
falloir  démontrer. 

Corollaire. 

DeAà  il  s'enfuie  <jue  fi  AE  eft  coupe'e  en  moyen- 
ne  ^ extrême  raifin^  dont  AB  ferment  foit  coté 
d'un  décagone , BË  fera  le  côté  de  l' hexagone  injcrit 
au  mime  cercle, 

Puifqu’entre  AE  & /f  iS  il  n’y  peut  avoir 
qu’une  moyenne  proportionnelle  , & qu’on 
vient  de  prouver  que  BE,  côté  de  l’hexago- 
ne 5 étoit  cette  médiane. 

PROBLEME  I. 

Un  cercle  étant  donné  ^trouver  la  corda  de  trcn-  15  fi 
te-fix  degrez,  ou  le  côté  du  décagone.  Voyez  la 
Figure  de  la  page  262  num.  150. . 

Le  cercle  eft  V,  dont  AB  eft  le  rayon , que 
je  divife  en  moyenne  & extrême  raifon  en  D d. 

■ Je  prens  la  corde  BC  égale  à /f  Z),  qui  fera  le 
côté  du  décagone  «. 

P R O B L E M E II. 

Décrire  un  décagone  fur  une  ligne  donnée  pour  isj 
côté. 

Je  divife  le  côté  donné  BC  en  moyenne  & ex- 
- M trê- 

7./Mp,M.i$o,  b L.i.n.  7i. 


eft  çgal  aux 
gles  égaux  B 
EDB  ; donc  j 
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trême  raifon  je  lui  ajoute  la  médiane;  ce  qui 
me  donne  une  nouvelle  ligne  AC , auflidivilée 
en  moyenne  & extrême  raifon,  donc  fi  Ceit  la 
médiane de  cette  ligne  âC  je  fais  le  rayon 
d’un  cercle  dont  CelHc  côté  du  décagone 
au  moyen  de  quoi  j’acheve  facilement  le  dé- 
cagone tequis,  . 

' P R O B L E xM  E ni. 

158  Un  cercle  étant  donné  ^ trouver  le  côté  du  pen- 
tagone , OH  infer  ire  un  pentagone  dam  un  cercle. 
Euclid.  IV.  Prop.  ii. 

i®.  Ayant  trouvé  le  côté  du  décagone^  on  a' 
celui  du  pentagone,  qui  efl:  la  corde  du  double 
de  l’arc  qui  foutient  un  des  côtez  du  décagone, 

' 20.  On  peut  trouver  encore  le  côté  du  pen- 

tagone de  cette  maniéré.  U faut  trouver  un 
triangle  ifofcele,dont  les  angles  de  la  bafefoient 
chacun  double  de  celui  du  fommet  « , & l’infcri- 
re,  ou  ün  qui  lui  foit  femblable , dans  le  cercle 
' donné  ^;ce  qui  donnera  un  côté  du  pentagone  s. 

PROBLEME  IV. 
i5ÿ  Décrire  un  pentagone  fur  un  c'^té  donné. 

vSoit  le  côté  donné  ED.  Je  fuppofe  le  penta- 
gone fait;  en  dennanc 
le  moyen  de  trouver 
les  lignos  fi  Z)  & £ F,  on 
découvre  ce  qu’il  faut 
faire.  Or  puilque  dû 
cft  coupée  en  moyen- 
ne & extrême  raifon  au 
point  C ‘*,que  fiC  égale 
Z B E , & par  confé- 
quentà  tZ),efl:la  mé- 
diane, en  coupant  le  côté  ED  en  moyenne& 
extrême  raifon , & lui  ajoutant  la  médiane , on 

au- 

A/u^.n.%^.  h fup.n.i^,  c/up.n.lsS.  d/upn.i\6. 
e/»^.  ».  If?. . f •t'.i.  «.  xoo.  gjuf.n.iiz.  h /«/>.  «.»  j>. 
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raune  ligne  égale  à BD  * , coupée  pareillement 
en  moyenne  & extrême  raifon,  dont  la  média- 
ne fefa  £Z^,par  conféquent  égale  à BC. 

Comme  on  connoitra  donc  les  trois  côtez 
du  triangle  ü h B ^ il  fera  facile  de  le  faire  & d’a- 
chever tout  le  pentagone,  foit  en  circonfcri- 
vant  ün  cercle  autour  de  çc  triangle  f,  oufai- 
fant  de  même  le  triangle  EtD. 

PROBLEME  V. 

Circettfcr  'ire  un  pentagone  régulier  à un  <ercle. 
Eucl.  IV.  Prop.  12. 

Il  faut,  I®.  infcrire  un  pentagone  dans  le  cer- 
cle donné  : 2°.  mener  du  centre  dé  ce  cercle  des 
lignes  droites  parles  cinq  angles  du  pentagone: 
30.  mener  des  tangentes  par  les  points  de  la  cir- 
conférence oii  ces  lignes  coupent  le  cercle. 
Ces  tangentes,  comme  il  eft  évident,  forme- 
ront le  pentagone  que  l’on  cherche. 

PROBLEME  VI. 

Dans  un  pentagone  régulier , infcrire  un  cercle. 
Eucl.  IV.  Prop.  13. 

Il  faut  fur  le  milieu  de  deux  côtez  de  cepen- 
tagene,  élever  des  perpendiculaires  donc  la 
feétion  donnera  le  centre  du  cercle  que  l’on 
cherche,  qu’il  faut  faire  de  l’intervalle  entre  ce 
centre  & le  milieu  d’-iin  des  côtez  du  penta- 
gne,  comme  il  eft  évident. 

-Problème  VII. 

CtTconfcrire  un  cercle  à un  pentagone.  Eucl. 
IV.  Prop.  14. 

Ayant  trouvé  comme  dans  le  Problème  pré- 
cédent Itî-  centre  de  ce  cercle,  il  faut  prendre 
l’intervalle  de  ce  centre  & d’un  des  ang’esdu 
pentagone,  & enfiiite  décrire  un  cercle  qui’ 
fera  celui  que  Ton  cherche. 

M 2 P R o- 

♦ /«/>.  *.ÎJ.  \ L.i.n.tT. 
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Problème  VIII. 

Dam  un  cercle  faire  un  polygone  de  qumze  cl- 

tez.  Eud.  IV.  Prop.  i6. 
s Le  cerde-A'  étant  propofe  pour  y décrire 
un  quindécagone,  1°.  je  le  partage  enfixarcs 
égaux  ; le  rayon  elt  la 
corde  de  chacun  de  ces 
arcs.  2°.  Jeprensdeux 
de  ces  arcs , dont  le 
double  e(l  latroifieme 
partie;  ainfi  la  corde 
eft  un  côté  du  triangle 
équilatéral  ABC.  3“. 

Te  fais  le  pentagone 
ADEl  C , dont  chaque 
côté  eft  la  corde  de  • 
i’arc  cinquième  partie  du  cercle.  Celle  de  lare 
troificme  partie  de  celui-ci , eft  le  côté  du  quin- 
décagone , dont  cinq  côtez  font  le  tiers  du  cer- 
cle , & par  confequent  répondent  au  côté  du 
triangle  équilatéral.  Cela  étant,  eftlec^ 
té  du  quindécagone  qu’on  cherche;  c^vo.AD 
répondent  trois  parties  de  ce  polygone , & au- 
tant à DE.  Ainti  k AD  ^ DE  répondront  hx 
côtez.  Mais  à AB  répondent  cinq  narties  ; 
ainfi  refte  BE , fixieme  partie  de  /i  £ , poul- 


ie côté  du  quindécagone. 

Theoreme  VI. 

Le  quarré  d^un  des  cotez  d'un  pentagone  eft 
* ^ égal  aux  quarrez  d'un  des  côtez  du  dicago^  ciT 
% l'hexagone , inferits  dans  le  même  cercle.  Lucl. 

XIII.  Pi'op.  10. 

Soit  AC  le  cô  té  d’un  pentagone.  Ayant  di  vilé 
Tare  AC  en  deux  parties  égales  au  point  B , oc 
m'mé  les  cordes  à B , BC , elles  feront  les  côtez 
du  décagone,  & AF  on.  tC  rayons  du  cerc’^, 
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feront  les  côtez  de  l’hexagone.  Il  faut  prouver 

— 2 —X  —Z  C 

que  AC  ^ /!F  — f-  AB  . 

Soit  menée  la  ligne  FD  /Y/  \ 
coupant  A B en  deux  par-  / \ 

des  égales,  & du point£  fl  / \ 

foit  menée  ; l’on. aura  //  / \ . 

les  deux  triangles  \ 

EC  F qui  font  fembla-  ,^\  - 

blés  ; car-  ils  ont  l’angle  ^ 

C commun  : & l’angle 
CFE  eft  égal  à FAC , parce  qu’ils  font  tous  deux 
d’un  égallîombre  de  degrez,  favoirde54;car 
l’arc  BC  étant  de  36  degrez  & HD  de  18  j DC 
fera  de  54 , raefure  de  l’angle  CfD , auquel  eft 
égale  CAFk  caufe  que  le  triangle  A Fc  eft  ifüfce- 
le,  6c  que  Tangle  ou  centre  elt  de  72  degrez. 

Ces  triangles  donc  étant  femblables  AC. 

AF.  EB  a;  donc  AFr=:  AC  x EC  >». 

Maintenant  le  triangle  ifofcele  AEB  eft  fem- 
blable  à ABC  aufli  ifoïcele  ; car  ils  ont  un  angle 
- commun,  favoir  & par  conféquent  tous  les 
autres  égaux  <=.  Donc  AE.  AB.  AC;  donc 

AB  =z  A E y.  AC  ; donc  AF  — |-  AB  =:  AC 
X EC  —F  A E y A C'.  Mais  ces  deux  reétan- 
gles.font  égaux  au  quarré  àe  A C C3lt  A E 

H-  EC  zr:  AC.  Donc  AC  =:  AFr-F  AB  ; -ce 
qu’il  falloir  démontrer. 

Corollaire. 

- Lt  quarré  du  côté  du  peutajroue  inferh  dam  i«J 
un  cercle , ^ le  quarré  de  la  corde  qui  foutient 
V angle  du  polygone  joints  enfemble  j valent  cinq, 
fois  le  quarré  au  rayon  du  cercle. 

M 3 . .Soit 

bZi.  3.11.57.  cl*.  2.M.  S5.  dXr.  3.».  ir. 
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Soit  BFcôté  du  pen- 
tagone & SC  dia- 
mètre du  cercle  = 2 a, 

& /i/)  la  fou  tenante  de 
l’angle  f’du  penugone 
z=d.  Il  faut  prouver  que 

J3F-^BD=:  sdB.ou 
l>i> — d d ^ ^ as> 

Soit  mené  DCz=c, 
qui  fera  le  côté  dudé- 
• cagone , &formerale  triangle rcttangle  BDC\ 
Donc  d d -{■  <r  = 4 d mais  par  lé  Théorè- 

me précédent  bb:=z  aa  ec\  joignant  cette 
* égalité  avec  la  première , on  aura  pour  fomme 
^ ^ -_l_  4d  -f  ' e c -=z  a a —h  c c -F  a \ retran-' 

chant  rf  de  part  & d’autre,  bb-Fddrz  ^ aa'i 
ce  qu’il  falloir  prouver.  - 

PROBLEME  IX. 


B 


Un  cercle  étant  donné,  trouver  le  côté  du  pen- 
' tagone  ^ du  décagone  dé  une  autre  mantere  que 

^"'s^otr/s'^dia'^^^^^  cercle  donné,  & fon 

nvonCDperpeiKliculairefur.^S;{ironprend 

Te  moitié  de  BC,  & que  du  point  È roa 
meneEBi.&Qu’enUi;-  ' D 

te  Von  prenneE  r—t.  U 
& qu’on  tire  D F\  je 
dis  que  cette  ligne  fe- 
ra le  côté  du^pencago- 
ne  cherché.  B 

Car  c B r-  X f C — h 
zz  ED  • Mais 

7Z?  = 5c^  ^ 


at.i.s.44.  b/#^».7«*  c Zr.ï.n.iî.  i/up.n.yt. 
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ainfî  BF Ÿ.  te  te  ±.DC  LC  : donc 

— X 

retranchant, i!,C  de  part  & d’autre,  BF  x FC 

—%  X 

=CÜ  = B C ; & remettant  cette  égalité  en  pro- 
portion a,  on  aura-^  B F.  hC.  tC  ; donc  la 
îi[i,ne  F O e(t  coupée  en  moyenne  & extrême 
railbn:&  puirque  iiC’ou  UC  ell  le  côté  de  l’hex- 
agone, FC  léra  celui  du  décagone  ■=.  Mais 

— I 1 X 

Fl^  z±  DC  CF  d:  donc  DFeftle  côté  du 
pentagone  « ; ce  qu’il  falloit  trouver. 

A V E R.  T I s s E M E N T. 

Cette  operation  s' abrégé  de  cette  maniéré.  On  *«7 
frend  BC  dj^ale  au  rayon  du  Cercle , BD  égale  à 
la  corde  de  muante , on  au 
côté  du  quarré injent  dans 
U cercle , ^ GE  égale  à 
BD  : la  ligne  DE  fera  le 
côté  du  pentagone , ^ AD 
étant  le  rayon  du  cercle., 

KF  ferale  côté  du  décagone. Cclù  A * 

Pour  démontrer  cette  o- 
peration  ,de  C fabaiffe  une  perpendiculaire  furie 
rayon  AB  ^ iF  de  D ^r  le  centre  A , la  perpen- 
diculaire AD;  ainji  aD  ejl  la  corde  de  nomn- 
te , à qui  CE  ejl  égale. 

Soit  pofé ou  BC  = 2<*;  ainfi  BG 
= 4«.  Ox  BG.  BC.  B F,  c’eft-à-dire, 

-H-  4 <ï.  2 <j.  ; donc  B F eft  la  moitié  du  rayon. 
Mais  on  a vu  dans  le  préfent  Théorème,  que 
pour  trouver  ED  côté  du  pentagone , on  a tait 
FE  = FD.  Si  donc  dans  la  préi'ente  conftruétion  ‘ 
on  prouve  que  cette  égalité  s’y  rencontre,  el- 
le en  fera  la  déraonllration. 

M 4 Puif- 


Z 72  Bîémens  de  (^êometrîe, 

Puifque  /B  zza^FG  fera  = 3 à , le  reâianglfr 

GF  y.  FB  y c’eft-à-dire*  3 <*<*=: /'Ç  ».  Or  /IB  & 
/^D  étant  chacun  2 a,  leurs  quarrez  feront  en- 

— 2 —X 

femble  8 4<a=  DB  ^=iCE  par  laconftrudlion , 


lequel  eft  égal  CF  —h  EF . Si  donc  de  CE  = 

on  ôte /C  =3æ<7,  reftera5dtÆpour  £>’,  àquoi 

eft  auffi  égûFü  puifqu’il  efl:  égal  ^ à DA  —\-AF^ 
c’eft-à-dirc,  k 4 aa  — +•  a a:  partant /^Z)tsï'£j 
c’eft  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

THEOREME  -VII. 

1 Si  dans  un  pentagone  dcjuilateral  trois  angles 
pris  comme  on  voudra  font  égaux  ^ il  fera /ifusan- 
gle.  Euçl.  XIII.  Prop.  7.  ■ 

Soitle  pentagone  équilateraMBCZ>£,  quia 
trois  de  fcs  angles  pris  comme  on  voudrajégaux, 
favoir,  A,  C,  D;  il  faut  prouver  que  tous 
font  égaux,  que  C =:  B E. 

Les  triangles  B4-È, 

BCDi  CDE  étant  ifo- 
fceles , dont  les  angles 
A,  C,  D égaux  font 
compris  par  les  côtez 
égaux,  ils  feront  en  tout 
égaux  & ainli  les  ba- 
fes  B£,  Bür^CE feront 
égales , comme  aulîi 
tous  les  angles  formez 
parles  côtez  égaux  fur  les  dites  bafes  feront 
égaux.  De  même  les  deux  triangles  B £ C, 
ÊBDifofceles  ayant  tous  leurs  côtez  égaux, au- 
ront auflî  les  angles  EBC , EQB , B ED , B DE 


a 3>s<;7>  74. 

d L,  z.n.ÿU 


égaux 
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égaux  ».  Si  à chacun  des  angles  égaux  EBC , 
hCB  .on  ajoute  les  égaux  ABE , DCE , le  total 
B fera  égal  au  total  C.  La  même  chofe  eftpour 
les  angles  £&  />> , partant  tous  ces  cinq  angles 
feront  égaux  ; ce  qu’il  falloit  prouver. 

THEOREME  VIII. 

Quand  le  rayon  d’un  cercle  e fl  rationnel^  .le 
côte  du  de'cayone  infer it  dans  ce  cercle  efl  tneom- 
inenfurable  , tant  en  lut-/nême  qu’en  puiffance , 
avec  ce  rayon. 

'Soit  JS  ligne  rationnelle  rayon  d’un  cercle, 
coupée  en  moyenne  & extrême  raifon  : x que  je 
luppofe  être  la  médiane , fera  le  côté  du  décago- 
ne *>.  Or  la  médiane  x eft  incommenfurable, 
tant  en  elle-même  qu’en  puiffance  , avec  B 
Theoreme  IX. 

Lorfque  le  rayon  d'un  cercle  efl  rationnel^  les  17* 
cotez  du  pentajfone  inferit  dans  ce  cercle  font  in- 
commenfurables , tant  en  eux-rnèmes  qu'en  puif- 
fance , avec  ce  rayon,  Eucl.  XIII.  Prop.  1 1 . 

Soit  h ligne , rationnelle  rayon  d’un  cercle, 

«le  côté  d’un  pentagone,  &jrîe  côté  d’un  déca- 
gone, inferits  dans  le  cercle  dont  Veille  rayon. 
Partant  bb-\-  xxzzzz.  ^ : donc  puilque  le 
quarré  AT  jr  n’cfl:  pas  rationnel,  comme  nous  ve- 
nons de  le  démontrer  dans  ledernierThéorê- 
me , le quarré ««  ne  peut  êtfe  rationnel®,  par 
conféquent  fa  racine  z n’efl;  pas  rationnelle , 
puifque  tout  quarré  qui  n’elt  pas  égal  à un  nom- 
bre quarré,  ne  peut  avoir  pour  racine  une  . 
grandeur  précifément  égale  à un  nombre,  , 
comme  nous  l’avons  prouvé  ci-deffus 

De  la  quadrature  du  Cercle.  , 

Nous  avons  vu  B que  la  furface  du  cercle  efl  jjj 
égale  à un  triangle , qui  a pour  hauteur  le  ra\on 

M 5*  de 

a£>.  z.x.  92.  hj*p.n.\$i.  cfup.n.\i,«.  dyiip.ji  1#^. 
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de  ce  cercle , ^ pour  hafe  la  clr conférence ctînfi 
une  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  ^ la 
circonférence , fera  le  coté  d'un  qucdrré  égal  au 
cercle.  Mais  pour  trouver  cette  moyenne  propor- 
tionnelle , il  faudrait , le  rayon  étant  donné  y trow^ 
ver  une  ligne  droite  égal:  à la  circonférence , 
qu'on  ne'peut  trouver- y à moins  de  connaître  la 
raifon  du  rayon  à la  circonférence  , qui  n'ejî  point 
connue  exaîleme-at , mais  à peu  près.  Le  cercle 
peut  être  pris  pô>.r  un  polygone  a un  na.nbre  infi- 
ni de  cotez  ; le  moyen  donc  le  plus  exaéi  ^ le 
moins  défecijiiux  de  trouver  ladite  raifon , t*'e/l 
de  prendre  le  plus  grand  polygone  qu'on  pourra  y 
de  voir  quelle  eii  la  raijon  de  f on  circuit  avec 
le  diamètre  du  cercle  oh  il  ejl  inferit.  Archimè- 
de a confiieré  un  polygone  de  nouante 'fi x cotez , 
dont  le  circuit  eJl  au  diamètre  du  cercle  comme 
21^  à -J  i y laquelle  raijbn  efi  moindre  que  celle  de 
la  circ.nfercnce  du  cercle  au  diamètre , puijque  ce 
polygone  inferit  ed  plus  petit  que  le  cercle  f.  Ar- 
chimède comparent  un-  même  polygone  y mais  cir— 
eonjerit , avec  le  diamètre , il  a trouvé  que  la  rai-- 
fjn  de  l'un  à l'autre  était  comme  22  « 7,  laquel- 
le ejî  pi  es  grande  que  celle  de  la  circonférence  du 
cercle  avec  le  diamttre , puifque  ce  polygone  cir- 
conferit  efi  plus  grand  que  le  cercle.  On  a donc 
deux  raifon  s y ('avoir  celles  de  223  dqiy  ^ de. 
22  à q y dont  Lune  efi  plus  petite  y^  l'autre  plus 
gra  îde  que  la  véritable-  qu'on  cherche.  Don-aons 
un  -même  conféquent  à ces  deux  raifons , les  rédui— 
fant  à celle  ci  y félon  ce  qu'on  a enfeignJ  ■}". 


Ij6i 

1^62. 


An 


Ayant  ainfî  fuppofé  le  diamètre  de  497  parties'y 
la  circonférence  du  cercle  fera  piu<  v-.'  de  que 
Iî6r,  y plus  petite  que  I5’62.  Divifons  Punifé , 

quû 
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oui  e(î  la  différence  de  ces  deux  nombres  par  497, 
le  quotient  jera  voir  qgL  la  différence , dont 
ï*un  ^ l'autre  nombre  d'tff^^  de  la  véritable  gran- 
deur de  la  eirconfe'e^e  l eji  moindre  que  la 
partie  du  diamètre  ; c/  qui  efl  peu  de  chofe. 

Ceux  qui  ont  pris  des  polygones  plus  grands  que  *7*- 
de  nonante-fix  èiftez  ^ ont  trouvé  une  raifon  plut 
exaâe.  ^ean  Pell  en  conjidere  un  de  iy6  côteZy 
dont  chacun  efl  plus  petit  que  ' 

rayon  du  cercle  fait  de  loooooo;  ainji  la  demie 
circonférence  de  ce  polygone  efl  plus  petite  (tue 
3141760.  Si  le  diamètre  du  cercle  était  donc 
lOOCOO,  tout  le  circuit  de  ce  pohgone  circonferif 
au  cercle  feroit  plus  petit  que  314176.  ür  ce  cal- 
cul qtd  il  fait  dans  un  Ouvrage  imprimi àAmJler- 
dam  Van  1647,  ne  fuppofe  aucune  extraction  de' 
racine.  Il  efl  fondé fur  le  Lbéorime  fuivant. 

T H E O R E M E. 

BC  étant  la  tangente  d’un 
arc  moindre  qu’un  arc  de 
quarante-cinq  degre§  -,  6c BD 
■ la  tangente  d’un  arc  double; 

BC  eftà  BD  comme  le  quar- 
ré  du  rayon  AB,  moins  le 

?iuarré  de  fi  C , e(t  à deux 
bis  le  quarré  du  rayon /^B. 

— a.  —» 

Ilfautdémontrer  queBC.  BZ)::  AB  — BC  . 

— 1 

tAB  . Puifqu’on  fuppofequerangle  B/^Z)eft 
double  de  B AC:  donc  AB.  AD  ::BC.CD*  ySc 
càmponendo  AB.  AD—hAB  (ou  DE)::  BC. 

BD  f.  Partant  AB  . Dt  ::  BC  . BDf, 

AUernando , AB  . BC  ::  DE  , BD  : donc 

M 6 du» 

».  17,  I L,  ^ Z,  i,  m 14. 
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divfdcndô  &, compottettdo ÂB  ^BC  . 2./IB  iiDE 

^ BD  . Z DE  . Ainfi  refte  à démontrer  que 

pE—BD  . zDE::  BC.BD.  Caralors/fS 

—^BC  . Z JB  : : BC.  BDt  puifq^ue  deuxrai- 
fons  égales  à une  troifieftie  font  égales  entre 

'Clles.  Ot  DEzziAE — \-zAExAD — \-JD  ^, 

Mais  AD  = AB  ( ou  AE  — f BD  fO  Donc 

DE  ^zAE  — Z JE  X JD  >+  BD  . Donc 

— » —Z  Z 

retranchant  BD  de  part  d’autre  DE  — BD 

zzzAE-^zAExAD.  OxzJE-^zAE 

X AD  z=.  Z AE  X ED  | : Donc  DE  — Bu  z AE 
X £/->,  Ces  deux  reûangles  zAExED€i 

lÈD  ovxi  la  même  bafe,  fevoir  ED:  ils  font 
donc  entre  eux  comme  JE  ou  A B eft  à£Zi. 

•—Z  —Z. 

Or  AB.  ED  : : BC.  BD:  Donc  De  — BD 

égal  àa/^JExEDeftà  zED  comme  BC  à 
BD  \ ce  qu’il  falloit  montrer. 

173  Suivant  cette  raifo»  qdAr'chmede  e'tablit  de  la 
circonférence  du  cercle  à fin  diamètre , /avoir  ceE 
le  de  22  i 7 , ou  de  44  i T4 , ou  de  66  à 21 , tjui 
efl  toujours  la  même  rdifin  ^ la  furface  du  cercle. 
e(l  au  quart é de  fin  diamètre  comme  ii  i 14. 
Car  fait  nommée  m la  circonférence  du  cercle , 
^ n.  le  diamètre , mtdtipliani  m n par  n , 
(dors  m n.  n n : : m,  n.  ^ Et  pui/que  m.  n : : 44. 
14:  donc  mn.  nn::  44.  14.  Donc  le  quart  de 

, m n 
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THUfera  i nn  comme  ii  le  quart  de  a 14. 

Or  le  quart  de  mn  ejl  la  furface  du  cercle  * :do»c 
cette  furface  ejl  à n H quarré  du  diamètre , com^ 
me  11  ^ à 1^. 

Ainfi  on  aurait  trouvé  la  quadrature  du  cercle^ 

Ji  on  était  a(furé  que  la  vraye  raifon  de  la  circon- 

ference  du  cercle  à fon  diamètre^  ejl  comme  22  i 

7 ; mais  cette  raifon  féejl  pas  jujle , Çÿ  on  ne  con^ 

mit  pas  encore  quelle 

ejilavraye.  On  connoit  . 

néanmoins  en  partie  cet-  "nF 

te  quadrature  ^ c'*eft-à-‘  ( / / y 

dire^  qu'on  peut  afjigner  \ ( / \ I 

une  portion  de  cercle  é~.  \J/  ^1/ 

gale  à une  figure  reSti- 

ligne  ; car  le  triangle 

ABC  étant  r eél angle ^ le  demi- cercle  ADBE 
efi  égal  aux  deux  demi'cercles  A G B ^ B F C 
Otant  donc  les  parties  communes , favoir  A B I) 
b’  BCE,  il  refiera^  AG  BD  A Jsf  CEBF 
comme  deux  lunes  tu  croijfans  ^ qui  feront  égales 
au  relie  du  demi-cercle  AD  BEC.,  lequel  refie 
pfi  le  triangle  ABC. 

On  voit  auffi  à l’œil  n 

que  la  figure  AEBF 
CGDH.  femblahle  au  E-*"  / 
couteau  à pie  des  Cor-  / V , 

donniers  t efi  égale  au  j/ 
quarré  A B G D : • .»  'A  - 

par  la  confiruéiion  les  *•..  X 

parties  AHD  —AEB  \ ‘ y 

=rBFC  = CGD.  \/  *75 

' Les  feules  figures  font 
voir  qu'un  triangle  cir- 

confetti  n un  cercle  efi  quadruple  de  l'inferit  ,que  _ 
le  quarré  circonferit  efi  le  double  de  l'infcrit^  que 
• M 7 i'hexar 
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V hexagone  circonferit  ejî  à Piufcrit  comme  4^  3 •' 
Remarquez  ici  enpaÿ'ant^  que  pour  couper  fJo~ 
métriquement  une  ligne  comme  BE  en  trois  pi- 
tiés égales  , il  faut  faire  qu’elle  fait  le  côté  d’un 
triangle  équila- 
téral inferit  dans 
un  cercle  ; après 
ayant  fait  l' hex- 
agone coupé 
les  cotez  de 
l’hexagone  par 
des  perpendicu- 
laires ^vous  trou- 
verez que  les 
perpendiculaires 
couperont  BE  en 
trots  parties  é^a- 
/«BC,CD,DE. 


A 

AA 

m 

m 

• P^oilà  un  Théorème  général , qui  donne  unecon- 
noijjance  fort  étendue^  de  ce  qd  on  peut  f avoir  de 


t^6 


cette  mattere.  - _ 

Quand  de  deuxpolvgones  infcms  1 un  a deux" 
fois  plus  de  côtez  que  Tàutre , le  plus  grand, 
eft  au  plus  petit,  comme  le  rayon  du  cercle 
cfl  à l’apothême  du  plu§  petit. 

Z e(l  un  polygone  dont  P apothème  e/?  AB,  - 
X un  polygone  qui  a deux  foi^  plus  de  cotez.  La 
ùtrfaU  de  TL  eji  égale  à autant  de  fois  le  îrian- 

glr 
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f^e  D A E , que  TL  a de 
cotez  ; ^ il  eji  clair  ^ 
fu*^ajoutant  à chacun 
cet  triangles  le  triangle  /j 
DCE  , on  aura  la  fur/ace  t 
de  ii  qui  efl  à cd.e  de  Z,  ; 
comme  le  % rhomboïde  de  \l 
A E C D ejl  au  triangle ^ 

DAE.  Or  cet  deux  figu- 
res font  Pune  à l'autre  , 
comme  le  rayon  AC  efi  E 

« ABf  qui  ejl  I apothème  de  T.  \ car  les  furfaces 
des  deux  triangles  DAE  ^ DCE,  qui  ont  mi- 
me bafe , font  comme  leur  hauteur  AJ3  B C ; 
ainfi.  de  tous  autres  polygones , dont  /* un  aura  deux 
fois  plus  de  cotez  que  l'autre.  * 

Si  on  div  fe  le  polygone  X pour  en  faire  un  qui 
ait  deux  fois  plus  de  cotez , que  je  nomme  Y ; il . 
en  Jera  de  m 'me  : ^ il  efi  bon  de  remarquer  que 
TL^  le  premier  polygone^  fera  à ce  trotjieme  Y 
comme  le  plan  de  I apothème  du  premier^  du  fé- 
cond efl  au  quarré du  diamètre  \ce  que  je  démon- 
tre ainfi.  Soit  P apothème  du  premier  nommé  .,m 
■ celui  ^ fécond^  n;  ^ le  rayon  k , félon  ce  qui 
0 été  démontré. 


J Z.  X:  : m.  k. 

> X.  Y::n.  k. 

En  multipliant:  les  antécédent  par  les  antécé- 
dent. y les  conféquens  par  les  conféq tiens. 

ZX.  XY::  mn.  kk. 

OrZX.  XY::  Z Y;  dûn:,Z.Y:'.  mn.kk. 

Le  premier  polygone  Z fera  au  troifieme  polygone 
Y , comme  n ri  plan  de  l'apothème  du  premier  ^ 
du  fécond  <?/î  k k quarré  d:i  rayon. 

Par  cetie  méthode  dn  démontre  que  le  premier 
pohgone  ejl  au  .quatrième  , comme  le  fohde  fait 
de  l'apothème  du  premier , du  fécond  ^ du  troi- 

fit- 
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Jieme  efi  au  cube  du  rayon  du  cercle  ; ainfi  de  fui~ 
te  à l* infini. 

L' apothème  d*un  c^uarré  infer it  e[l  la  moitié 
dun  des  cotez  ; ainji  un  (juarré  eji  à un  oéiogone 
comme  la  moitié  cCun  de  fies  cotez  eji  au  rayon  du. 
cercle  où  il  eji  inferit  ; ou  , ce 
qui  eji  la  meme  thofe , comme 
un  de  fes  cotez  eji  au  diamètre 
du  cercle.  Ceji  pourquoi  on  a 
droit  de  conclure  qdun  quarré 
dans  un  cercle  eji  à un  polygo- 
ne qu'on  a fait  d'une  infinité 
de  cotez  en  doublant  toujours  les  cotez , c'eji-à^ 
dire  , d'un  qn^ré  qui  fait  un  oéiogone , dun  oéio» 
gone  un  polygone  de  feize  cotez  , ainfi  de  fuite  y . 
lequel  polygone  peut  être  conjideré  comme  un  cer- 
cle ; on  peut , dis-je , conclure  que  le  quarré  eji 
au  cercle  comme  une  grandeur  J'ai  te  de  la  multi- 
plication de  tous  les  apothèmes  de  ces  polygones 
à',  la  plus  haute  puijfance  du  rayon  du  cercle.  Mais 
ce  n'fiji  prefque  rien  f avoir  ÿ car  outre, qu'on  ren- 
contre des  raifons  fourdes , le  rayon  ^ le  diamètre 
font  divijibles  à l'infini  ; ainji'  on  ne  peut  point 
comprendre  le  nombre  de  tous  ces  apothèmes.  li 
efi  donc  impojfible  d'arriver  par  cette  voye  enfim 
à un  polygone  égal  à un  cercle.  Cette  figure  eji 
ainfi  incomprénenfible , quotau'elle  fait  la  plusfim- 
ple  de  toutes  les  figures  de  Géométrie. 


ELE- 
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LIVRE  C1N§_U  lEME. 

De  la  troifieme  efpece  d’ Etendue , c’eft-* 
à-dire  des  Solides  ; comment  les  Solides 
fe  forment  & fe  mefiireiit. 


SECTION  PREMIERE. 

Des  Serions  & Rencontres  des  Plans , 
dont  on  peut  concevoir  qu’un 
Solide  ell  formé. 

Avertissement. 

N peut  concevoir  qu'un  Solide  , quel 
qu'il  fait , efl  compofé  de  diffetens 
plans  pofez  les  uns  fur  les  autres  \ ou 
qu'il  eft  fait  par  le  mouvement  d'un 
J'eul  mü  d'une  certaine  maniéré.  Aujjî^ 
félon  que  deux  ou  plufteurs  plans  fe  coupent  ou  fe 

rew 
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rencontrent , ih  forment  des  Solides  ; ce  (jsù  nous 
vbli^e  en  traitant  des  Solides^  de  commencer  par 
la  rencontre  ^ feélion  des  Plans. 

Propofitions  évidentes  touchant  les 
Plans. 

V 

•Proposition  I. 

1 Une  ligne  droite  en  fe  mouvant  le  long  d'une 
autre  ligne , qui  efi  droite  ^ immobile , isf  f^nr~ 
dont  avec  elle  une  même  Jituation , fait  une  fu- 
perficie  plane  ou  un  plan. 

Cette  fupeificie  a toutes  fes  parties  entre  fés 
extrémitez  également  pofées  ; car  elles  font  fai- 
tes uniformément:  Et  ce  qui  fait  fa  différence 
des  autres  fuperficies , qui  ne  font  pas  planes , 
c’eft  que  félon  la  maniéré  dont  elle  eft  faite , on 
lui  peqt  appliquer  en  tous  fens  une  ligne  droite^ 
comme  on  le  va  dire. 

Proposition  II. 

2 Une  ligne  droite  peut  être  appliquée  en  tout 
fens  à une  furface  plane  ^ ^ convenir  avec  elle. 

PROPOSITiaN  III. 

3 La  furface  d'un  plan  ejl  la  plus  courte  qu'on 
puijjé  concevoir  entre  les  boines  de  ce  plan. 

Car  un  plan  eft  compofé  de  lignes  droites, 
qui  font  les  plus  courtes  qu’on  pulffe  conce- 
voir entre  leurs  extrémitez.  Mais  je  ne  dis  pas 
que  toute  furface  qui  eft  la  plus  courte  entre 
bornes,  eft  un  plan  ; car  entre  deux  lignes 
qui  font  à quelque  di.ftance  Vune  de  l’autre,. 
& qui  ne  font,  pas  pofées  de  la  même  manié- 
ré , fi  on  mene  des  lignes  droites , on  fera  une 
fuperficie  la  plus  courte  qui  puifiTe  être  entre 

ces 
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ces  deux  lignes , mais  elle  ne  fera  pas  un  plan; 
ainfi  quoiqu’il  foit  vrai  que  tout  plan  eft  une 
furface  la  plus  courte  qu’on  conçoive  entre  fes 
bornes , néanmoins  toute  fiiiface  la  plus  cour- 
te entre  fes  bornes  n’efl:  pas  un  plan. 

Proposition  IVi 

U»  p^lan  élevé  far  un  plan  efl  perpendiculaire  4 
fur  ce  plan , lorf qu’il  ne  panche  pas  plus  d’uncô- 
té  que  de  l’autre.  * 

Proposition  V.  • 

Deux  plans  font  parallèles  , lorfrue  dans  touter  5 
leurs  parties  ils  font  k une  égale  SJlance  l’un  de 
P autre , qu’étant  prolongez  Us  ne  fe  rencon^ 

trent  point. 

Proposition  VI. 

On  peut  prolonger  un  plan  ou  le  concevoir  pro-  ^ 
longé  de  tous  cotez , autant  qu’il  fera  nécejfaire. 

Proposition  VÎI. 

Une  ligne  dirotte  ne  peut  être  en  partie  fur  un  p 
plan^^  en  partie  en  rair.Eüc\.yil.  Prjp.  I. 

Car  pour-lors  cette  ligne  ne  pourroit  être  ap- 
pliquée à ce  plan , & convenir  avec  lui;  ainn, 
feloh  la  fécondé  Propofition , ce  plan  ne  fe- 
roit  pas  plan.  Outre  cela  on  peut  concevoir 
que  la  partie  de  cette  ligne  qui  feroit  dans  le 
pfen  étant  prolor^ée  , demeureroit  toujours 
dans  le  plan  , ce  (croit  donc  une  autre  ligne 
que  celle  qui  feroit  en  l’air;  ces  deux  lignes 
néanmoins  ayant  deux  points  communs,  ne 
' peuvent  pas  être  differentes  * 

Proposition  VIII.. 

Deux  lignes  droites  qui  fe  couPent  peuvent  être.  Z, 
conçues  dans  un  même  plan.  Eucl.  aI.  Prop.  2. 

Ecs 
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Les  lignes  Z)B  & EC  ^ 

fe  coupent  : ayant  mené  ^ ^ 

entre  À B à:  AC  desli- 
gnes  droites , on  aura 
une  fuperficie,  qui  eft  un  p " C. 

plan  : car  on  y peut  ap-  ^ ' 

pliquer  une  ligne  droite , & cette  fuperficie  eft  - 
la  plus  courte  qu’onpuifle  concevoir  entre  les 
lignes  AB  6i  AC  qui  feront (lir ce  plan;  lequel 
étant  prolongé  J fi  AP  & AE,  qui  font  parties 
desjignes  BD  EC  ne  fe  trouvent  pas  dans 
ce  même-plan,  BD  & CE  feront  en  partie- fur 
lui , & en  partie  en  l’air  : ce  qu’on  vient  de  * 
voir  être  impolîible. 

Proposition  IX. 

9 Tout  triangle  peut  être  conçu  dans  un  plan- 

' C'eft  une  fuite  delà Propofition  précédente. 

Proposition  X. 

10  La  commune  feéiion  ou  rencontre  de  deux  plans> 
ejîune  ligne  droite,  Eucl.  XL  Prop.  3. 

XÇl  Z {q  coupent.  Les  extrémitez  de  leur 
feftionfont  les  points  £ 

& F,  entre  lefquels  on  a 
mené  une  ligne  fur  2 <5c  ^ 
unefurX  Sicesdeuxli- 
gnes  n’étoient  pas  une 
mêmeligne , on  pourroit 
mener  entre  deux  mê- 

• mes  points  plus  d’une  ligne  droite; ce  qui  eft 
impoflible  *.  La  feétion  de  ces  deux  plans  ne 
peut  donc  être  qu’une  ligne  droite. 

. Proposition. XI. 

Une  ligne  droite  telle  que  AB  élevée  fur  le 
plan  X , doit  être  cenfée  perpendiculaire  lorfque 

de 

* L,  un.  is. 
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de  A Çon  pié  , comme,  centre , 
fait  un  cercle  , B fon  • 

Jom  net  ejî  également  éloigné  de 
la  circonférence  de  ce  cercle-^  ^ 

Ji  cela  n'ejl  pas , elle  ne  peut  être 
dite  perpendiculaire . 

Ceia  eft  conforme  a la  notion  de  la 
perpendiculaire , qui  ne  panche  pas  plus  d’un 
côté  que  d autre.  . 


Proposition  XII. 

C onceyani  que  AG  une  ligne  , E- 

perpendiculaire  fur  le  plan  K , 
eft  mûe  d' un  mouvement  droit 
^ uniforme  félon  'une  ligne 
droite  telle  que  AB,  elle  fera 
le  plan  Z , qui  fera  perpendi- 
culaire en  toutes  fes  parties  fur 
le  plan  X. 

Proposition  XIII.  ^ 

ED  perpendiculaire  fur  AB  fec-  t« 
tion  deZf^  de  X e/l  perpendiculaire  fur  Y^^tout  ^ 
le  plan  Z eji  perpendiculaire  fur  X. 

Car  on  peut  concevoir  que  le  plan  Z eftfait 
par  le  mouvement  droit  & uniforme  de  DE  fur 
ylBi  ainfi  par  la  Proportion  précédente,  le 
plan  Z eft  perpendiculaire  fur  le  plan  X 

TheoremeI. 


Entre  deux  lignes  parallèles  ou  non qui  font 
dans  HŸtmêrne  plan^  ou  entre  une  ligne  ^ un  points  14 
on  ne  peut  concevoir  qu'un  même  plan^^dans  le- 
quel efl  toute  ligne  droite  mené£  entre  deux  lignes. 
Eucl.  XL  Prop.  7. 

Car  fl  on  veut  concevoir  deux  plans,  l’un  fera 
pbs  .grand  ou  plus  petit;  ce  qui  ne  peut  être 

• purf 
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* puifque  * toute  fuperficie  qui  n’efl  pas  la  plus 
petite  entre  fes  bornes , n’m  pas  un  plan.  Ils 
feront  donc  égaux  ; ce  qui  étant,  ils  ne  font  pas 
differens  : car  ti  on  veut  dire  qu’ils  font  pofez 
l’un  fur  l’autre,  comme  ils  n’ont  poiqtd’épaif- 
feur,  ils  ne  peuvent  faire  qu’un  feul  plan. 

'THEOREME  IL 

15  Deux  plans  qni  conviennent  en  trois  points  qui 
ne  font  pas  fur  la  même  ligne  , conviennent  en- 
tièrement. ■ 


' 10.  Entre  deux  des  points  donnez,  on  ne 
peut  concevoir  qu’une  ligne  droite.  20.  Entre 
cette  ligne  droite  & le  troifieme  point  donné, 
on  ne  peut  concevoir  deux  diiferens  plans, par 
la  Propofition  précédente:  aihfi  la  partie  de  ces 
deux  plans  entre  ces  trois  points  ert  une  même 
chofe;  par  conféquent  fi  on  prolonge  cette 
partie,  ce  ne  fera  qu’un  même  plan;  ainfi  ces 
deux  plans  ne  feront  pas  dilferens. 

Corollaire. 

id  Lappfition  d^un  plan  ne  d/pend  donc  que  de  trois 
points , qui  ne  foient  pas  fur  une  même  ligne. 

Ouf  ce  qui  eft  la  même  chofe,  trois  points 
qui  ne  font  pas  jur  une  même  ligne  étant  donnez,^ 
le  plan  eji  donné. 

Theoreme  III. 
iq  ly/'  B fimmet  de  la  ligne  AB  élevée  fur  le  plan 
eft  également  éloigné  de  C , D , E trois  points 
également  diftans  de  fon  pié  A , cette  ligne  eft' 
perpendiculaire  fur  X. 

I®.  Concevons  dans  le  plan  X un  cercle  éga- 
lement difiant  de  B,  qui  palfe  par  C,D,£,qu’on 
a fiippofé  en  égale  diftance  de  £f. 

' 2®.  Con- 

* fnp,  ».  a.  ' . ' 
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20.  Concevons  un  fe- 
c»nd  cercle  dont  A Ibit 
le  centre , qui  paffe  par 
les  trois  points C ,D,E 
' auffi  également  éloignez 
de  Â par  rhypothefe. 

Ces  deux  cercles  » ne 
font  qu’un  même  cercle.  Donc  /f fî  cft  per- 
pendiculaire fur  X-,  ce  qu’il  falloir  prouver. 

R O B L E M E I. 

D*un  poiftl  donné  en  Pair^  comme  efl  B , ahaif- 
fer  uneperpendicul.tire  furie  point  X.  Eucl.  XL  ' 

• Prop.  II.  i^mème figure.  ) 

Je  tire  à difcretion  deux  lignes  droites  C E 
6c  D F,  & appliquant  une  pointe  du  compas" 
fur  B , avec  l’autre  je  préns  les  points  C .,ü  , E 
également  diftans , par  lefquels  c je  fais  palier 
un  cercle,  au  centre  duquel  je  mene  de  B une 
ligne  qui  fera  perpendiculaire  par  le  Théorè- 
me précédent. 

Theoreue  IV. 

Si  une  ligne  e[l  perpendiculaire  fur  le  point  de 
U feélion  de  deux  lignes  qui  font  fur  le  plan  elle 
. l\Jl  fur -tout  xe  plan.  Eucl.  XI.  Prop.  4.* 

Car  ayant  pris  dans  ces  deux  lignes  de  part  & 
"d’autre  du  point  de  feétion  des  point®  égale- 
ment éloignez,  le  fommet  de  la  perpendiculaire 
fur  ces  lignes  fera  également  éloigné  de'quatrc 
points  qui  font  fur  ce  plan  <1;  partant  cette  ligne 
fera  perpendiculaire  fur  tout  le  plan  «. 

T HEQREME'V. 

La  ligne  droite  AB  toute  autre  dans  le  plan  29 
Z menée  par  A pié  de  la  perpendiculaire  A G 

ifur 

h/up.n.ii.  cZki.  A.  S7. 

4 L.  I.  ».  4.J.  e n.  IX. 
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fur  ce  plan  ^ efi  perpendiculaire  fur  AC , ou  AG 
tjl  pe^endiculaire  fur  toutes  les  lignes  droites  uf( 
plan  Z qui  pajjent  par  A. 

De  Â pié  de  la  perpendiculaire  dC , je  décris 
' un  cercle  X,  & je  prolonge  la  ligne  BA  de 
. forte  qu’elle  coupe  X en 
D&B.  Sic,  fommet  de 
■ la  perpendiculaire /^Cn’eft 
pas  également  diftant  de  D 
& de  B , alors  ne  fera 
pas  perpendiculaire  fur 
AB  » ; mais  aufli  AC  ne  fe- 
ra pas  perpendiculaire  fur 
le  plan  2 >>  ; ce  qui  eft  contre  l’hypothefe.  AB 
rencontre  donc  perpendiculairement //C;ainü 
de  toute  autre  ligne  du  plan  Z , qui  palfe  par  A . 

Theoreme  VI. 


21 


Si 


Si  AC  une  ligne  droite  rencontre  per pendiculai^ 
rement  dans  un  même  point  trois  autres  lignes  droi- 
tes AB , AF  , AG , ces  trois  lignes  feront  en  un 
même  plan.  Eucl.  XL  Prop.  5.  (même  figure.) 

Soient  AB  & /^Fdans  le  plan  Z , & que  À G 
n’y  foitpas  mais  fur  un  autre  plan.  Concevant  . 
un  troiüerae  plan  T qui  pâlie  par  AC  & AG , & 
qui  étant  prolongé  coupera  Z;  cette  ligne /fC 
fera  perpendiculaire  fur  ce  plan  Z •=  : donc  elle 
le  fera  auffi  fur  la  ligne  de  feftion  derZ  & de  , 
& par  la  fuppofition  elle  l’eftfur  WG  ; ainüfur 
AC  & au  même  point  W,  il  y aura  deux  per- 
pendiculaires, ce  qui  ne  peut  pas  être 

ProblemeII. 

Sur  le  point  A dans  le  plan  Z y élever  nnt 

per-- 

a X.  X.  «.40,  b fkf.  «i  XX.  t/uf.n. 

4.  Ji^.n.zot  c L,i.n,  4S. 
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ferpendiculaire.  Eucl.  XI.  Prop.  I2.  ( 

Il  faut  de  À centre  faire  un  cercle  ; toute  ligne 
qui  defeendra  d’un  point  également  éloigné  de 
ce  cercle,  fera  la  perpendiculaire  qu’on  de- 
mande. ' 

1 Mais  pour  trouver  méchaniquement  ce  point  ^iî 
faut  fe  fervir  de  deux  Equerres  appliquées  par  un  de 
leurs  cotez  fur  deux  differentes  lignes  tracées  fur 
ce  plan^  ^ au  point  de  leur feéi ion  ^faifant  cenve- 
nir  enfemble  l'autre  côté  def dites  Equerres  ; ce  qui  fe 
ferait  aujfi  par  le  moyen  d'une  ficelle  ^ d'un  plomb  y 
fi  le  plan  était  horizontal  ou  de  niveau,  car  pour- lors 
chaque  point  de  la  ficelle  ferait  le  point  cherché, 

THEOREME  VIL 
On  ne  peut  d'un  point  fur  un  plan  élever  qdune 
per^ndiculaire.  Eucl.  XI.  Prop.  13.  fig.  précéd. 

Que  cela  ne  foit , concevons  que  lur  le  même 
point  Â y on  éleve  les  deux  lignes  A E ài  AC 
qti’ôn  fuppofe  perpendiculaires,  & que  de  yf 
comme  centre^  on  décrive  A' un  cercle:  les 
points  E &cC  forrtmets  des  deux  lignes  égales 
& /fC  étant  differens  ne  peuvent  être  éga- 
lement éloignez  de  la  circonférence  du  cercle 
V;  partant  elles  ne  font  pas  toutes  deux  per- 
pendiculaires fur  le  plan  Z *. 

Theoremè  VIII. 

D “'un  point  hors  d'un  pian  on  ne  peut  mener 
qtiune  perpendiculaire  fur  ce  plan. 

Soit  A le  point  donné  au 
deffus  d’un  plan  d’oii  on  fup-  X 
pofe  qu’on  a mené  deux  per- 


A 

B 


N 


^ — * XVl 

pendiculaires , favoir  A U X /r 
AC  ; je  joins  leurs  piés  B&.C  ^ 

par  la  ligné  BC.  Ces  trois  points , A ,B,  C,font 
le  triangle  ABC  qui  fepeut  concevoir  dans  un 

- N mê- 
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-même  plan  ».  Les  angles  ABC  ^ ACB  qne 
font  les  perpendiculaires  AB  ëc  AC^  font 
droits.  Donc  ABC  auroit  plus  de  deux  angles 
droits  ; ce  qui  ne  peut  être  t». 

Corollaire. 

25  'Si  le  plan  X efl  pcrpendia  taire  fur  le  plan  Z , 

^ que  de  A point  duns  te  pl<m  X on  ai>aij]'e  une 
perpendiculaire  fur  Z,  cette  ligne  tombera  fur 

MN  feëliondeX^  deX.  Eucl.  XL  Prop.  38^ 

( Même  figure.  ) ' : 

Que  cela  ne  foit,  & qu’une  perpendiculai-  ' 
re  tombe  de  A fur  C hors  de  la  ligne /l/A’;j’a-  ^ 
baifle  AB  perpendiculairement  fur  AIN;  ainfî 
< comme  B efl:  dans  la  feftion  de  A'  & de  Z,  il 
y a fur  Z deux  perpendiculaires  A B ëc  AC 
menées  d’un  même  point  A;  ce  qu’on  vient 
de  voir  être  impoffible. 

T H-  E O R E M E IX. 

26  La  ligne  perpendiculaire  eji  la  plus  courte  qtdon 
pnjffe  mener  d^un  point  hors  d*  un  plan  fur  ce  plan. 

, (Figure  ci-deflus.) 

Le  point  donné  efl:  , la  ligne  AB  efl:  per- 

pendiculaire, AC  ne  l’efl:  pas.  11  faut  prouver 
^ue  AB , efl:  plus  courte  que  AC.  Pour  cela  je 
joins  C & fî  par  une  ligne  droite.  Le  triangle 
ABC  fe  peut  concevoir  dans  un  même  plan  c. 

Or  AB  perpendiculaire  fur  P C , efl:  plus  courte 
que  l’oblique  AC<^\  ce  qu’il  falloit  prouver. 

Corollaire. 

Donc  la  mefure  de  la  diftance  d'un  point  hors 
' d'un  plan  ^ a ce  plan,  doit  être  une  perpendicu- 
laire 

Puifque  cette  perpendiculaire  efl:  la  ligne  la 
plus  courte , & qu’on  ne  peut  mener  qu’une 
feule  perpendiculaire.  ^ ” 

Theo- 

tt/up.n.9.  bL.z.njf.  c/up.n.9,  dL.  i.«. 
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Theoreme  X. 

Deux  liptes  étant  perpendicHlairesfHr  un  mèm.  28 
, 'on  les  peut  concevoir  dAns  un  même  plan. 
Concevons  qu’on  a mené 
parle  pié  des  deux  lignes 
AB  & CD  perpendiculaires 
fur  X,  une  troifieme  ligne 
B D 3 fur  laquelle  concevons 
que  AB  ou  C fe  meuve 
uniformément  & toujours 
perpendiculairement,  elles  feront  un  plan 
ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Theoreme  XI. 

AB  $5*  CD  ( même  figure  ) perpendiculaires  ' 2J> 
furie  plan  ^^font  parallèles  Ji  de  deux  para> 
leles  P une  eji  perpendiculaire  fur  le  plan  X , Pau* 
tre  le  fera.  Eucl.  XI,  Prop.  6.  & 8- 

I®.  Soit  menée  la  ligne  B Z)  par  le  pié  de  AB 
&deCD,  lefquelles  lignes  ^ font  perpendicu- 
laires fur  BD  : donc  ces  trois  lignes  AB , CD , ' 
BD  peuvent  être  dans  un  mêrtie  plan^.  Ainfi 
AB  &.  CD  étant  perpendiculaires  fur  B Z) , el- 
les font  parallèles  <^.  • 

2®.  Si  A B & CD  font  parallèles , & que  AB 
foit  perpendiculaire , je  dis  que  CD  le  fera  aufll;  ' 
car  ayant  mené  BD,la  ligne fera  perpen- 
diculaire fur  ED  ® : donc  CD  parallèle  à AB , eft 
aufll  perpendiculaire  furB D ce  qu’il  falloit 
prouver. 

Theoreme  XII. 

La  feéiion  AB  de  deux  plans  "Z  ^ X , ^ul  font 
perpendiculaires  fur  Y,  efl  une  perpendiculaire 
fur  le  même  plan.  Eucl.  XI.  Prop.  19. 

1°.  Cette  feftion  efl  une  ligne  droite  5 , & 
puifque  les  plans  Z & A' font  perpendiculaires 

N 2 . fur 

a fup.  ».  I.  b jup.  ».  20.  c fup.  ».  2g.  d L,\,u  6g. 
t/up.n.io.  £ L.i.n.69,  g y«j».  «,  le. 
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- fur  r, la  ligne entant 
x]u’dle  eft  conüderéccn 
Z ne  peut  être  conçue 
penchante  de  part  & 
d’autre  de  Z ; Et  par  la 
même  raifon  , entant 
qu’elle  çft  conüderée  en 
X,  on  ne  peut  pas  con- 
cevoir qu’elle  panche 
de  côté  ou  d’autre  de  ce 
plan;  partant  on  peut  concevoir  pour  le  moins 
trois  points  dans  le  plan  T également  éloignez  ' 
de  P , qui  feront  auflî  également  éloignez  de 
/^;ain^i  AP  eft  perpendiculaire  fur  le  plan 

Theoreme  XIII. 

' La  feâioii  de  'K.  de  Z étant  perpendsculaîre 
fur  Y ^ces  deux  plans  cif  quelque  üntre  que  ce  fait 
dont  AP  fera  la  feélion  , feront  perpendiculaires 
fur  Y.  Eucl.  XI.  Prop.  i8.  {même fig.) 

Car  tous  ces  plans  peuvent  être  conçus  faits 
p^r  le  mouvement  de  AP  f . 

T H E O R E M E XIV. 

«2  Si  trois  points  dans  un  même  plan , Çff  non  fur  ' 
une  même  ligne , font  également  dijlatts  d'un  fé- 
cond plan , ces  deux  plans  font  parallèles. 

Xa  pofition  d’un  plan  ne  dépend  que  de  trois 
points  4;;  par  conféquent  fi  trois  points  d’un 
pian  (ont  également  diftans  d’un  fécond  plan , 
ces  deux  plans  font  également  diftans  dans  tous 
leurs  autres  ; ainfi  ils  font  parallèles. 

T H.E  O R.  E M e'  X‘V. 

.03  Les  plans  Z étant  parallèles ^fila ligne  AB 
e(i  perpendiculaire  fur  X , elle  le  fera  aujfs  fur  Z. 
Et  Ji  KM  e(i  perpendiculaire  fur  X ^ fur  Z , ces 
deux  pians  font  parallèles.  Eucl.  XL  Prop.^  iq? 

Si 
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. i^ivre  P^,  SeSîion  I.  2^^ 
Si  on  prétend  que  /fS  perpendiculaire  fur  X 
ne  1 eit  pas  fur  Z , concevons  qu’on  ait  élevé  au 
point  ^ vers  Z une  ligne  perpendiculaire  telle 
que  AC , elle  fera  plus  courte  que  JB  *.  De  C 
je  conçois  une  perpendi-  t>  J 

çulaire  far  X,  qui  fera  ^ 

encore  plus  courte  que 
y partant  plus  que 
yf  B ; ainfi  le  point  D 
s’approchera  plus  de  Z -«*• 
que  J ; ain/i  A & Z n’étant  pas  en  égale  diflan- 
ce,  ils  ne  font  pas  parallèles  ; ce  qui  eft  con- 
tre l’hypothefe.  Une  ligne  donc  qui  ell  per- 
pendiculaire fur  l’un  de  ces  plans  , l’eft  auflî 
lur  l’autre.  Le  relie  eft:  aile. 

Theoreme  XVI. 

Les  ferions  Ali  CD  de  deux  plans  paralk^ 
les  coupez  Par  un  troifieme  plan , Pont  des  lignes 
parallèles.  Eucl.  XL  Prop.  16. 

Ces  feétions  JB  CD 
font  de& limes  droites  j-, 
lefquelles  font  dans  le  troi- 
fieme plan,  oii  étant  pro- 
longées , elles  le  rencon- 
treroient  fi  elles  n’étoient 
pas  parallèles  ; par  confô- 
quent  les  deux  autres 
plans  où  elles  font  étant  prolongez , fe  rencon- 
treroient  aufo,ainfi  ils  neferoient  pas  parallè- 
les, contre  la  Juppofidon  On  ne  peÛtdonc 
pas  dire  que  JB  & CD  ne  font  pas  parallèles. 

Theoreme  XVII. 

Les  lignes  droites  parallèles  à une  merne  .quoi- 
que  fur  dtfferens  plans , [ont  parallèles  entre  elles.  ^ 
Lucl.  XL  Prop.  9. 

VT  , ^3  -Soit 

I.  îf.  Jupi 
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Soit  CE  parallèle  \ AB  ,k  laquelle  DF  dans 
un  autre  plan  efl:  auflî  parallèle  ; je  dis  que  Cü’’ 

' & DF  font  parallèles  entre  elles. 

Du  point  B j’éleve 
lUr  AB  perpendiculai- 
lemcnt  fî  C & BD, 
coupant  Z-JF,  aux 
points  C & D.  On 
peut  concevûir  un 
plan  par  les  trois  A 
points  B C D * A B 
perpendiculairé,  tant 

BD,  que  fur  BC , fera  perpendiculaire  fur 
ce  plan*»;  mais  CE  & ü fêtant  pofées  parallè- 
les à , feront  aufli  perpendiculaires  fur  ledit 

plan  & parallèles  entre  elles  ce  qu’il  falloit 
prouver. 

T H E O R E M E XVIIJ* 

Toutes  ligues  parallèles  dans  le  plan  X , rencon- 
iront  d'autres  lignes  au£i  parallèles 
Z , font  entre  elles  les  angles  égaux,  iiuclld.  XL 
Prçp.  10.  ( Même  figure.  ) 

' B£>  & FdO  font  parallèles  entre  elles  fur  le 

plan  X:  ^BC,  & MN  fur  le  plan  Z : il  faut 
prouver  quel’angleCBZ)  eftégal  à MNO.  Pour^ 

' celajemeneDFdtC£parallelesà/^S.  Puifque 
les  parallèles  entre  parallèles  font  égales,  car 
elles  font  les  mêmes  angles  par  conféquent 
égales  « ; puifque , dis-je , CE  eft  parallèle  à DF 
parle  Théorème  précèdent  : partant  BD^NO 
& B C'=  NM  &iCD=.Md-,  donc  les  trian- 
gles CB  Z)  & MNO  font  égaux  & femblables, 
ainfi  l’angle  C B Z)  eft  égal  k MNO;  CQ  qu’il' 
falloit  démontrer. 

Theo-- 

9.  b /ttp.  U.  19.  C fup.it.lS» 

à.  L.^.rh  ^^.  e I<.  z,n.  ïia* 
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T H E 0 R E M E XIX. 

Deux,  ligues  AB  ^ AC  qui  fe  rencontrent  au  37 
^wt  A , ^ font  parallèles  à deux  autres  lignes 
BD  ^ DF  qui  Je  rencontrent  en  D,'A  ^Hes  ne 
font  point  fur  un  même  plan  , les  plans  BG  ^ 
font  parallèles.  Eucl.  XL  Prop.  15. 

De  A Ço\t  menée  une  perpendiculaire  furie 
plan  EF  qu’elle  rencontre  au  point  G , duquel- 
je  mene  Gi/paral- 
lele  à GI 

parallèle  à DA:  "-pv’ P'N.lP 

donc  par  le  Théo-  I \ I : Il 

rémei7*,  AB  à: 

GH  font  parallè- 
les, comme  aufli- 
AC  & G I\  ainli  ^ ^ 

AG  étant  perpcn- 
■ diculaire  fur  GI 
&furG//parIa 
conftru6lion,le  fera  aufli  fur  ACfa  fur  AB\, 

& partant  fur  le  plan  BAC  4.*  ainfi  il  faut  que 
ces  deux  plans  foient  parallèles;  car  s’ils  ne 
rétoientpas , ilsfe  rencontreroient  étant  pro- 
longez en  quelque  point,  d’oii aux  points & 

G , on  pouiToit  mener  des  lignes  droites  qui 
ne  feroientdonc  pas  parallèles , contre  ce  quia 
été  démontré , puifque  AG  étant  perpendiculai- 
re fur  lefdits  plans , le  doit  être  fur  toutes  les  li- 
- gnes  tirées  fur  eux  par  les  points  A & G 4 ; ce 
qui  nefcroitpas  ,ficcs  lignes  concouroient. 

T HEOREME  XX. 

Deux  lignes  droites  coupées  par  des  plans  pa--  3S 
ralleles font  coupées  proportionnellement,  Eucl. 

XI.  Prop.  17. 

Soient  deux  lignes  droites  AB , CD,  coupées  * 

N 4 par  . 
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par  trois  plans  parallèles  X^T^Zy  aux  points 
Ay  L y B y D y My  C y cüs  qu’cllos  font 
coupées  propcH:- 
tionnellement 
c’eft-à-dire  /IL. 

LBw  CM.MD. 

Gar  fur  chaque 
plan  des  extrémi- 
tez  Xà.  Z y foient 
joints  les  points 
de  feftion  par  les  droites  AC  & BD , & tirée 
Ja  diagonalc:y^D  rencontrant  leplan  Tau  point 
N y duquel  on  tirera  par  les  points  de  fcélion 
Z.  & /lî  les  lignes  LN  ^ M N.  Le  triangle 
ABD  pourra  être  conçu  dans  un  plan  •,  com- 
me auîïi  celui  ADC  dans  un  autre,  fi  cen’eft- 
pas  le  même.  Chacun  des  plans  de  ces  trian- 
gles étant  coupé  par  des  plans  parallèles , les= 
lignes  de  féêlion  feront  parallèles  & ces 
triangles  feront  ainfî  coupez  parallèlement  à' 
leurs  bafes,  & partant  AL.  LB::  AN.  Nü 

GM.  MD  c,  & conféquemment  AL.  LB 
: : CM.  MD  ^ -y  ce  qu’il  falloir  prouver.  La 
même  chofe  feroit,  s’il  y avoit  plus  de  trois, 
plans  & plus  de  lignes.. 


» 9‘ 


hjup.  Ml  1^4. 
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SECTION  II.  . 

♦ 

De  la  compofîtion  des  Solides  félon  leurs 
furfaces,  & félon  leur  folidité. 

Définition  I. 

LOrfque  trois  ou  plufietir s angles  plans  ^ qui  font  3>  ’' 
fur  dtfferens  plans , ou  qui  n'ont  pas  une  mê- 
me bafe^fe  rencontrent  dans  leur  Jommet  ^l'an/Je 
qu'ils  comprennent  fe  nomme  Solide. 

‘Deuxleuls  angles  plans  ne  peuvent  renfer- 
nler  lin  angle  folide  ; ainli  pour  le  faire,  il  faut 
tout  aü  moins  trois  angles  plans,  qui  fe  coupent 
ou  fe  rencontrent  en  aboutilfant  à un  point, 
comme  un  diamant  bien  taillé. 

Définition  II. 

Les  folides  compris  entre  des  furfaces  droites , 40  - 
ou  plans  parallèles  ,/è  nomment  Parallélépipèdes. 

D E F 1 N I T I O N • I II. 

Les  folides  qui  font  compris  entré  des  plans  41- 
tous  égaux  ^ femblableslont  nùmmez^o\yQâxQS. 

0»  les  nomme  Réguliers , lorfque  Jes  figures  qui 
les  comprennent  font  régulières  , ^ que  tous  Us 
angles  font  égaux. 

Définition  IV. 

Le  nombre  des  faces  planes  d'un  folide  régu-  42 
lier , lui  donnent,  un  mm  particulier.  > 

i».  Il  s'appelle  Tetraëdre,  lorfqu'il  efh  com- 
pris fous  quatre  triangles  équilatéraux  ^ égaux- 
QP.  Exaëdre,  quand  il  efi  compris  fous  fix 
quarrez  ■ égaux  ; c'eji  le  cube  , fait  comme  un  dé 
ajouer. 

N 5 3®. 
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3®.  Oîlaëdrc-,  /o;y^»’/7  efi  compris  fous  huit- 
triangles  égaux  ^ équilatéraux. 

4°.  DcSecacdre,  lorfqu*il  ejl  compris  fous 
douze  pentagones  égaux  équilatéraux. 

5°.  rtfofaêdré , lorfqu'il efi  compofé de  20  trian- 
gles  équilatéraux  Igf  égaux. 

D E F*I  N 1 T I O N V. 

Une  ligne , dont  - 
le  fommet  eji  im- 
mobile , parceu- 
rant  par  le  pié 
une  figure  ; 

1°,  Si  cette  fi- 
gure ejl , un  poly- 
gone , cette  ligne 
décrira  un  folidcy  £ 
qu\n  nomme  Py- 
ramide , tel  que 
ABCD. 

2?.  Si  cette  figu- 
re que  parcourt  le 
pié  de  ta  ligne  eJi 
un  cercle^  le  folide 
efi  un  Cône  , tel 
que  X. 

Dans  ces  figures 
la  ligne  du  fommet 
au  centre  delà  bafe,s’^pelle  l’Axe  du  Solide, 
oui  fe  nomme  droit  ou  oblique, fi  cette  ligne 
fait  un  angle  droit  ou  oblique  fur  fa  bafe. 

’._g.  Si  le  fommet  de  la  ligne  ^ qui  décrit  le  foli- 
^ de^  n'efl pas  immobile , Ç5P  que  dans  le  tems  que 
fon  pié  parcourt  la  bafe  fan  fommet  parcoure  une 
figure  égale , femblable , Çÿ  jemblablement  pofée  , 
telle  <7«’ABCDEFv  J ce  fera  un  Prifiner 


4-' 
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4«.  Si  la  bafe  ejl  un  cercle , ce  fera  un  cylindre 
tel  que  ABXZ. 

Définition  VI.- 


Si  un  cercle  tourne  autour  de  fon  diamètre^  il  44  ' 
décrit  une  Sphere , dom  ci*  diamètre  s'appelle 
P Axe  ; le  centre  du  cercle  , dont  la  révolution  a 
fait  la  Sphere , efi  le  centre  de  la  Sphere  ; les 
lignes  Urées  de  ce  centre  à la  circonférence  en 
font  les  rayons  ; celles  qui  pajfent  par  le  centre , 

^ fe  terminent  d la  circonférence,  font  les  dia- 
mètres. 

D E F I N I T r O N VII.- 


Un  polygo- 
ne régulier  en 
tournant-  fur 
une  ligné droi-  ‘j 
te  qui  pafe'i 
par  fon  cen-'\ 
ire,  décrit  ce 
qu'on  appelle 
un  Sphéroï- 
de , c'eli-à^dire , une  efpece  de 


sphere , tel  qu'ejl 


3^)0  Ëlémens  ie  Géometrte* 

Définition  VIIL. 

UnfoUd^A  eft  dit  circonfcrit  i a»  autre 
lide  B qu'il  contient , s'il  eft  le  plus  petit  de  tous 
les  folides  Semblables  qui  puiffent  renfermer  B; 
ou  bien  ^ (î  ejl  le  pim  grand  de  tous  les  folides 
Semblables  que  A peut  renfermer. 

Définition  IX. 

47  ' Un  folide.B  eft  dit  inicrit  dans  un  autre  foUde 
A où  il  eft  renfermé,  s'il  eft  le  plus  grand  de  tous 
les  folides  femblables  qui  pujffent  être  renfermez 
dans  A ; ou  ce  qui  eft  la-même  chofe , A eft  le- 
plus  petit  dé  tous  les- folides  femblables  qui  puijfent 
le  renfermer. 

Définition  X. 

48  Corps  régulier  eft  celui -.qui  ' eft  compris  entre 
des  figures  femblables régulières  égales.^  du- 
quel auffi  tous  les  anglesJoUdes  font  égaux. 

On' démontrera. dans  la  fuite j qu’il  n’y  a 
que  cinq  corps  réguliers. 

T H E O R E M E r.  v 

49'  Si  un  angle  folide  eft  compris  de  trois  angles 
plans , deux  de  ces  angles  plans  pris  enfemble  cor/f 
me  on  voudra . font  plus  grands  que  le  troijieme. 
Eucl.  XI.  Prop.  20. 

Les  trois  angles  plans  BÀC  ^ CAD 

font  un  angle  folide  ; il  faut  prouver  que 
deux  de  ces  angles  plans  pris  enfemble  font 
plus  grands  que  le  troifieme;quepar  exemple 
BAD  BAG  -1-  CAD.  Entre  les  lignes  AB 
&.  AD  J aucun  plan  n’eft  plus  petit  que  BAD*'., 
partant  le  plan  droit  BAD  eft  plus  petit  que  Je 
plan  creux  ABCD.  On  démontrera  de  la  mê- 
me maniéré  J que  l’angle  plan  JSvf  C . eft  plus, 
petit  que  B si  Ù avec  CAD. 

C 0'  - 
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Corollaire. 

Les  cotez  des  trois  angles  plans,  <jui  font  un 
single  folide , ayant  été  pris  égaux , les  bafes  de 
ces  trois  angles  plans  ,font  un  triangle.  Eucl.  XL 
Prop.  22.  Meme  figure.) 

Soient  faits  égaux  les  trois 
lignes  AB , AC , AD,  côtez  des 
trois  angles  plans , qui  font  l’an- 
gle folide  A ; il  faut  démontrer 
que  les  trois  ligues  BC,  CD,  ' 

DB , bafes  des  trois  angles  plans  B 
C , C A D ,D  AB,  font  un 
triangle.  Pourcéla*iIfuffitque  ^ 
deux  de  ces  lignes  pxifes  enfemble^  foient 
plus  grandes  que  la  troifieme.  Or  cela  efl 
ainfi , car  ces  deux  angles  dont  ces  lignes  font  : 
les  bafes , feront  plus  grands  que  l’angle  qui 
cil  fur  la  troifieme;  & par  conféquent  cette 

troifiemcligneeftpluspetitet- 

T H E O R E M E IL 


Twx  les  angles  plans  qui  comprennent  un  St-  51  ; 
fie  folide , valent  moins  que  quatre  angles  droits. 
Eucl.  XL  Prop.  21.  ■ 


i».  Commençons  par  l’ân^le  folide  A , com- 
pofé  de  trois  plans  : par  le  Théorème 'précé- 
dent les  angles  Zi  -h  DCA  font  plus  grands 
que  l’angle  BCD,  & de  même  ADC^ADB 
plus' grands  que  CDB  comme  aufïî 

A BC  plus  grands  que  DBC.  Ainfi  les  fix  ' 
angles  des  bafes  des  trois  triangles  qui  for- 
-raent  l’angle  folide/^,  font  plus  grands*que  les 
trois  triangles  du  triangle  BCD , c’eli-à-dire, 
plus  grands  que  deux  droits  4.  Or  tous  les  an-  ’ 
gles  des  trois  triangles  qui  forment  ledit  anale 
. * N 7 fo- 
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ïblidc  d , font  enfembk  égaux  à fix  droits  *.  Si  ' 
donc  de  cette  fomme  on  ôte  plus  que  deux 
droits , valeur  des  fix  angles  fur  la  bafe , il  relie- 
ra moins  de  quatre  droits  pour  la  valeur  de  fan- 
gle  folide  /f  ; ce  qu’il  falloir  prouver. 

2®.  Par  la  même  méthode  on  montrera  que 
les  angles  folides  formez  par  quatre  plans,  font 
aulli  moindres  que  quatre  droits. 

30.  Si  X eft  un  triangle  folide  compris  par 
cinq  triangles , dont  le  lommec  doit  être  conçu 
en  l’air,  on  prouvera  auflî  que  l’angle  Z^fiCelt 
dIus  petit  que  les  deux  angles  DBA  Çl  CBA,^~ 
3ar  le  Théorème  précédent , & l’angle  BCj5  eft 
)lus  petit  que  les  angles  ACBù.ACEipYÏs  en-- 
èmble,  de  même  des 
autres.  Mais  aufii  tous 
les  angles  du  polygone 
BCEFÛ,  bafe  de  l’an- 
gle folide,  font  égaux  à 
fix  angles  droits  f ; ainfi 
tous  les  angles  de  la  bafe 
des  cinq  triangles  qui 
font  l’angle  folide  X 
font  plus  grands  que  fix 
droits , puifqu’ils  font  plus  grands  que  les  an- 
gles du  polygone , comme  on  vient  de  voir.  - 
Tous  les  angles  de  ces  cinq  triangles  qui  font 
l’angle  folide  valent  dix  droits  ; donc  puifque 
ceux  de  leurs  bafes  valent  plus  de  fix  droits, 
ceux  des  fommets  valent  moins  que  quatre 
droits:  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

On  peut  ce  Théorème  en  cette  mtr 

niere.  Concevons^  i®.  A eji  un  point  dans 
un  plan , ^ le  Commet  de  plujieurs  triangles  dont 
Us  cotez  de‘  X font  les  bafes.  Tous  ces  angles  aur 

tour 


t 
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Uftr  de  A ne  valent  que  quatre  angles  droits  ^ 
2®.  Si  on  leve  le  point  A y alors  les  angles  du  •' 
Commet  de  ces  triangles  deviendront  plus  petits , 

♦ ayant  memes  bafes  ^ les  cotez  plus  grands  i ce 
qut  étant  ^ tous  ces  angles  vaudront  moins  que  qua- 
tre angles  droits^ 


PROBLEME  I. 

Ayant  trois  triangles  plans , dont  deux  pris  en-  «-j 
femble  font  plus  grands  que  le  troijieme  , mais  qui  ^ ' 
tous  enfemblefont  moindres  que  quatre  angles  drotts^  . 
faire  un  angle  folide.  Euclid.  XL  Prop.  23. 

Soient  ces  trois  triangles  plans  A ^3  ^{\ 

n’ya  qu’à  les 

joindre  en  un  - 33  C 

même  point 
de  maniéré, 
que  les  côtez 
qui  les  ren- 
ferment con-  jQ  IL  T G 

viennent  cn- 

femble , c’eft-à-dire  i que  AE  s’unifle  avec  BE, 

B F avec  CE,  & CG  avec  AD  ; cela  formera 
l’angle  folide  demandé  ,fuivant  la  Définition  f. 

PROBLEME  IL 


Sur  une  ligne  droite  donnée^  d un  point 
donné  en  cette  ligne , faire  un  angle  folide  égal  d 
un  angle  folide  donné,  Eucl.  XL  Prop.  26. 

Soit  une  ligne  donnée  ADy&c  A un  point  dans . 
cette  ligne  , il  faut  faire  au  point  un  angle  fo- 

lide donné.  Soient  les  trois  plans  de  cet  angle 
donné  D AE,  EBF,  FCG\  ayant  fait  trois  autres 
plans  égaux,  & les  joignant  au  point en  la 
maniéré  qu’il  vient  d’être  expliqué  au  précé- 
dent Problème , il  eft  évident  qu’ils  feront 
l’angle  folide  requiSi 

The  o- 

^ L:z.h  S9.  "t  ^up^  n.^p, 
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T H E O R E M E III. 

54  S'il  y a deux- angles  plaus  cp^aux , aux  fommefr 
defquels  on  leve  en  l'air  deux  lignes  droites  ^fai^ 
faut  angles -égaux  avec  les  lignes  des  angles  pre- 
mièrement pafez  chacun  au  jien:  d'un  point 

fris  au  haut  de  chacune  de  ces  deux  lignes  éle- 
vée! ^ fo  it  menées  des  lignes  perpendiculaires  aux 
plans  où  font  les  augles  premterement  pofez  » ^ 
des  points  où  tombent  ces  perpendiculaire  ^ font 
tirées  des  lignes  droites  vers  les  fomrnets  des  an- 
gles premièrement  pofez  : les  angles  que  font  ces 
lignes  avec  les  levées  en  l'àir , font  égaux  entre 
eux.  Eacl.  XL  Prop.  35. 

Euclide  fait  cette  Propofîtion , pour  démon- 
trer d’autres  Propofitions  dans  la  fuite  de  fes 
Elémens.  J é n’en  ai  pas  befoin  ; ainfi  je  la  pafle% 

TheoremeIV. 

I , 

y y II  ne  peut  y avoir  plus  de  cinq  différent  corps 

réguliers. 

C’eft-à-dire  , cinq  differens  folides  compris 
fous  des  figures  planes  régulières  toutes  égales 
&Xemblables  , & dont  tous  les  angles  foient  'tb 
égaux.  Dans  une Sphere,  tout  efl: égal;  mais  il' 
s’agit  d’un  folide  compris  fous  des  plans.  On  a 
prouvé  que  tous  les  angles  plans , qui  compren- 
nent un  angle  folide , valent  moins  que  quatre 
angles  droits.  Voyons  quelles  font  les  figures 
planes,  femblablés,  régulières,  égales,  qui 
puilTent  faire  un  angle  folide. 

I®.  Trois- triangles  égaux  & équilatéraux 
peuvent  faire  un  angle  folide,  car  les  trois  an- 
,gles  de  ces  triangles  qui  comprendront  un  an- 
gle folide, ne  valent  que  trois  fois  foixante  de- 
grez , chacun  des  angles  d’un  équilatéral  étant 
de  foixante.  Trois  de  fes  triangles  joints  enr- 

fem- 
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femble  en  pourront,  donc  faire  un,  tel  que 
font  ceux  du  Tetraëdre. 

2*.  Quatre  de  ces  triangles  peuvent  encore 
faire  un  angle  folide  ; car  les  quatre  angles  qu’ils 
comprendrontuc  valent  que  quatre  fois  foixan- 
te  ; ce  qui  eft  moins  que  quatre  droits.  L’Oétac- 
dre  eft  fait  de  quatre  de  ces  triangles. 

3°..  Cinq  de  ces  triangles  peuvent  encore 
faire  un  angle  folide,  car  les  angles  des  plans 
qu’ils  comprennent,  ne  valent  que  cinq  fois 
foixante  degrez:ce  qui  eft  moins  que  quatre 
angles  droits.  L’angle  de  l’icofaëdre  eft  fait 
par  cinq  de  ccs  triangles. 

Six  triangles  équilatéraux  ne  peuvent  faire 
un  angle  folide;  car  les  fix  angles  plans  qu’ils 
comprennent,  valent  quatre  angles  droits,  fix 
fois  foixante  faiiànt  trois  cens  foixante  valeur 
dé  quatre  angles  droits;  ainfi  ces  fix  trian- 
gles feroient  un  angle  plan,  & non  un  angle 
folide  *. 

40.  .Trois  angles  d’un  quarré  peuvent  faire 
un  angle  folide;  car  ils  valent  moins  que  quaj 
tre  angles  droits.  L’angle  du  cube  efteompofé 
de  trois  angles  du  quarré.  On  ne  peut  conce- 
voir d’autre  folide  fait  dequarrez:  car  quatre 
ne  peuvent  faire  un  angle  folide  ; à plus  forte 
raifon,*ni  cinq,  ni  fix. 

50.  Trois  pentagones  peuvent  faire  un  angle 
folide  ; car  leurs  angles  ne  font  que  324  degrez, 
ce  qui  eft  moins  que  quatre  angles  droits.  Cha- 
que angle  du  Dodecaëdre  eft  fait  de  trois  pen- 
tagones., Plus  de  trois  pentagones  ne  peuvent  ' 
faire  un  angle  folide  ; car  quatre  font  432 , ce 
qui  pafle  la  valeur  de  quatre  angles'  droits. 

Trois  hexagones  ne  peuvent  faire  un  angle  fo.> 

. IL 
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lide  ; car  chacun  étant  de  1 20  degrez , les  trois 
font  360 , qui  valent  quatre  droits  : ainû  ils  ne 
peuvent  pas  faire  un  angle  folide  *.  Plus  eft 
grand  le  nombre  des  côtez  d’un  polygone , l’an- 
gle de  la  figure  efi  plus  grand  ; ainfi  ü trois  hexa- 
gones ne  peuvent  faire  un  angle  folide,  à plus ' 
forte  raifon  trois  heptagones  ne  le  peuvent 
pas  ;ainfi  il  n’y  a que  lé  triangle  équilatéral,  le 
quarré  & le  pentagone,  qui  le  puifient:  mais 
on  peut  faire  un  angle  folide  de  trois  équila- 
téraux , de  quatre  & de  cinq  ; il  ne  peut  donc  y 
avoir  que  cinq  dilferens  corps  réguliers. 

PROPOSITIONS  EVIDENTES: 


Proposition  I. 

56  Une  figure  e{i  plus  grande  que  celle  autour  de 
laquelle  elle  efi  circonjcrite , ^ plus  petite  que 
celle  dans  laquelle  elle  efi  infer ite. 

Proposition  IL 
Si  De  deux  Prifines  de  même  hauteur ^cerui  dont' 
la  bafe  efi  moindre , ^ qui  par  confjquent  peut- 
être  comprife  en  celle  de  Vautre  ^ efi  plus  petit. 


Car  il  eft  évident  qu’il  y eft  contenu.  Or  ce  • 
qui  contient,  eft  plus  grand,  que  ce  qui  eft 
contenu. 

Propos  i t i o n III. 


58 


De  deux  Prifines  circonferits  à un  cylindre , 
celui-ld  approche  plus  du  cylindre , qui  a plus  de 
côtez> 


La  bafe  du  cylindre  propofé  eftX;  celle  du 
prifme  qui  a moins  de  côtez , & qui  eft  cir- 
conferit  au  cylindre , foit  nommée  T ^ & Z celle 

d’un 
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d'ün  autre  priTme  qui 
a plus  de  côtez,  & 
qui  eft  circonfcrit  au 
mênîe  cylindre.  Le 
polygone.  Z * eft  plus 
petit  que  le  polygone 
7*:  les  pi  ifmes  dont  ces 
polygones  font  les  ba- 
ies, font  de  même  hau- 
teur , étant  circonf- 
crits  à un  même  cylin- 
dre, donc  t celui  qui  fera  fur  Z,  & qui  a 
ainfî  plus  de  côtez,  eft  plus  petit  que  celui 
cjui  en  a moins , & dont  T eft  la  bafe  ; ainfl 
il  approche  plus  du  cylindre;  ce  qu’il  falloir 
démontrer. 

Proposition  IV 

Do»c  un  pr  'tfme  d*une  infinité  de  cotez  appro-  JP. 
che  Ji  près  du  cylindre qu^il  n‘y  a point  de  dif- 
ferente ; ainfi  on  peut  fuppofer  que  le-  cylindre  eji 
un  prifme  d'une  infinité  de  côtez> 

Proposition  V. 


De  deux prifmes  infcrits  dans  un  cylindre , ce-  6o  ' 
lui-là  approche  plus  du  cylindre^  qui  a plus  de 
cotez. 


La  bafe  du  cylindré  propofé  eft  JV,  les  deux' 
polygones  Z&cT  infcrits  dans  ce  cercle  foient 
les  bafes  de  deux  prifmes  infcrits  dans  ce  cylin- 
dre dont  X eft  la  bafe. 

Le  polygone  T qui  a plus  de  côtez  eft  plus . 
grand,  & approche  plus  du  cercle  que  le  po- 
lygone Z L Ces  deux  prifmes,  dont  Z & 

r 
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T font  les  bafes , font 
de  même  hauteur , é- 
tant  infcrits  dans  un 
même  cylindre  ;"donc 
le  prifme  qui  eft  fur  2 
cft  plus  grand,  que  ce- 
lui qui  dl  fur  Z *. 

Ainfi  il  approche  plus 
du  cylindre  ; ce  qu’il 
falloir  démontrer. 

X 

Proposition  VI. 

(Si  De  deux  pyramides  de  raeme  hauteur  ^ celle  qui 
a une  plus  grande  bafe  efi  la  plus  grande. 

Car  il  eft  évident  que  fi  l’on  conçoit  que 
l’une  foit  mife  dans  l’autre,  celle  qui  a une 
plus  grande  bafe-  contiendra  celle  qui  en  a 
une  plus  petite.  • 

Proposition  VII. 

^2  De  deux  pyramides  circonfcrites  à un  cbne , celle 
qui  a plus  de  côtez'  approche  plus  du  côfie.^ 

Proposition  VIII.' 

62  deux  pyramides  infcrites  dans  un  cône , celle 

qui  a plus  de  côtez  approche  pltis  du  cône. 

P R.  O P O S I T l o n IX. 

<54.  Donc  on  peut  fuppofer  qu'un  cône  efi  une  pyra~ 

• mide  d'une  infinité^ de  côtez. 

Proposition  X. 

Elus  un  polygone  a de  côtez , le  fpheroïde  qu’ait 
forme  approche  plus  de  la  fphere  autour  de  laquel- 
le il  efi  circonfcrit. 

Car  plus  le  polygone,  qu’on  peut  appeller  le 
Générateur  du  fpheroïde,  aura  de  côtez , plus 

il 
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îl  approchera  du  cercle  ; ainfî  le  fpheroïde 
qu’il  décrira  par  fa  révolution  approchera  plus 
'de  la  fphere  à laquelle  il  eft  circonfcrit  ; ce  ' 
qu’il  falloir  démontrer. 

Proposition  XI. 


Donc  me  fphere  peut  être  prife  pour  un  fphe-  5(5 
roïde  formé  par  un  polygone  d'une  infinité  de  co- 
tez. 


SECTION  ML 
De  la  furface  des  Solides. 

THEOREME  I. 

La  furface  d\un  prifme  droit  ejl  égale  a un  q-, 
parallélogramme  qui  ejl  de  même  hauteur  ^ 
que  ce  prifme , Çÿ  dont  la  bafe  ejl  égale  au  cir- 
cuit de  ce  prifme. 

Les  furfaces  d’un  prifîne  droit  foat  des  pa- 
rallélogrammes 
tous  de  même 
hauteur,  dont 
les  bafes  prifes 
enfemble  font 
le  circuit  de  ce 
l>^ifme  : ils  font 

donc  égaux  à un  -'-ïfcj.-. 

parallélogramme  de  la  hauteur  du  prifme,  & 
dpnt  la  bafe  eft  égale  à fon  circuit  ; ce  qui 
eit  évident.  • ^ 

On  ffy  comprend  peint  les  furfaces  des  bafes. 

Co- 


( 

7- 

* 

i-y.  , 

Digiiizcc;  by  Google 


3 10  EUmens  de 
C O R O L I 

^8  Donc  puif<ffdnn 
cylindre  droit  peut 
etre  pris  pour  un 
prifme  * d'une  in- 
finité de  cotez  , fa 
fur  face  e fl  égale  À un 
parallélogramme  de 
même  hauteur , dont 
la  bafe  ejl  égale  à la 
ctrcofferencedu  cer- 
cle ^ qui  efl  la  bafe 
du  cf lin  dre. 

Corollaire  II. 

<59  Donc  tout  ce  qui  a été  démontré  de  la  raîfon 
qu'ont  les  parallélogrammes  entre  eux , convient 
aux  furfaces  des  cylindres.  . 

1°.  Les  furfaces  de  deux  cylindres  font  l’une 
à l’autre  en  raifon  compoféc  de  leur  hauteur, 

& du  circuit  de  leur  bafe. 

QP.  Dans  deux  cylindres,  fi  la  hauteur  eft  à la 
hauteur  comme  labafeàlabafe,  c’eft-à-dire,  fi 
la  raifon  de  leurs  furfaces  efl;  cofnpofée  de  deux 
raifons  égales , cette  raifon  efl:  doublée  f. 

30.  Si  deux  cylindres  ont  leurs  hauteurs  ou 
leurs  bafes  égales , leurs  furfaces  font  entre  el- 
les coînme  les  inégales 

THEOREME  II.-  ^ 

70  La  furface  d'un  prifme  efl  double  de  telle  du 

polygone  qui  efl  fa  bafe , s'il  a pour  hauteur  l'apo- 
thème de  ce  polygone. 

Soit  Z un  prifme,  dont  le  polygone  Xeftfà 
bafe.  L’apotnême  de  efl:  G,  c’efl-à-dire, 

une  perpendiculaire  tirée  de  fon  centre  A fur 
BC  un  de  fes  côtez  : il  faut  démontrer  que  fi 

t 4*  ».  7**  T L.  4*  »•  7S» 
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./TC , hauteur  de  Z efl  égale  apothème  de 
la  lurface  de  Z fera  double  de  -V. 

Ayant  mené  de  cous  les 
angles  du  polygone  X des 
lignes  au  centre  on  fait 

autant  de  triangles  que  Z a ^ 
de  faces , lefquelles  faces  ^ 
font  des  parallélogrammes. 

Or  ces  parallélogrammes, 
comme  eft  BCLD , & ces 
triangles  comme  eft  ABC , 
ont  même  hauteur  (Sc  même  JD  F E 

bafe  : donc  ces  parallélo- 
grammes font  doubles  de  ces  triangles  * , & par 
:Conféquent  la  fuiface  de  Z compofée  de  ce 
parallélogramme  eft  double  de  celle  de  X,  éga- 
le à tous  ces  triangles.  . ' 

G O R O L L A I R E I. 

Donc  fi  /*  hauteur  d'un  cylindre  pi*onpeut  re~  “ji 
garder  comme  un  prifme  ejl  égale  au  rayon  du 
fer  de  qui  eft  fa  hafe , fa  furface  fera  double  de 
celle  du  cercle. 

Corollaire  ÏI. 

Ainfi  fi  un  cylindre  a pour  fa  hauteur  deux  fais  7® 
Je  rayon , ou  une  fais  le  diamètre  du  cercle  qui  eft 
la  bafe  , fa  furface  fera  quatre  fais  plus  grande 
que  celle  de  ce  cercle.. 

THEOREME  III. 

La  furface  du  contour  d'un  cylindre  eft  égale  à 7 j 
celle  dün  cercle , dont  le  rayon  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  la  hauteur  de  ce  cylindre  ^ledtametre 
du  cercle  qui  eft  la  bafa.  Archimedel.  Prop.  1(5. 

X eft  un  cylindre , dont  A&  eft  la^  hauteur, 

B O le  circuit  de  fa  bafe,  qui  eft  le  cercle  Z ,, . 
dont  le  circuit  eft  FG  ou  BCledouble 

de 
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de  ce  circuit.  La  furface  de  X efl:  égale  au  pa- 
rallélogramme ABD  ou  au  triangle B C, 
comme  celle  du  cercle  Z au  triangle  EFG  *.  Je 
flippofe  que  HK  rayon  du  cercle  T,  eft  moyen 
proportionnel  entre  la  hauteur  de  JSf,  &a 
diamètre,  de  Z. 

Soit  KL  le  circuit  de  ainfi  fa  furface  eft 
égale  au  triangle  HKL  : il  n’eft  donc  queftion 
que  de  prouver  que  le  triangle  HKL  eft  égal 
au  triangle  ABC  : car  dans  tous  les  cercles  il 
y a une  même  raifon  entre  le  rayon  & la  cir- 
cqnference. 

Par  l’hypothefe  -H-  AB.  HK^^EF.  Or 
HK.KL::^EF,^FGo\x  BC  ; & aker- 
n'anioHK.  %EF'.\  KL  B Ci  donc  puifque 
A B.  H K II  H K,.  xEFii  KL.  B C,  Ainfi 
AB.  H Kl  i K L.  B C fi  partant  A B x BC 
^HKxKLi.  O ries  triangles /^BC  «5c //iCZ. 
font  les  moitiez  de  ces  reiftangles  ; ils  font  donc 
égaux;  ce  qu’il  falloit  prouver. 

T H E O R E M E IV. 

. La  furface  cFme  pyramide  efl  égale  à un 
triangle  i dont  la  hauteur  efl  égale  à la  hauteur' 
de  lacune  de  fes  faces  , ^ dont  la  bafe  efl 

égale 
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f?de  AH  circuit  de  ‘la  bafe  de  cette  pyramide , ou 
a un  para.leloy^ramme  de  même  hauteur  ^ dont  la 
bafe  ejl  la  moiti  - plus  petite.  Archimede  1.  Prop. 

10.  à II. 

Chacune  des  faces  de  la  pyramide  efl:  un 
triangle  ; ce|S  faces  étant  égales , ces  triangles 
font  égaux  entre  eux , & à un  triangle  rcdtangle 
de  me  me  hauteur,  & don  t la  bafe  cit  égale  à tou- 
tes les  bafesprifes  enfemble  de  ces  triangles*. 

Or  ce  triangle  ,ell;  égal  à un  parallélogramme  de 
même  hauteur,  dont  la  bafe  eft  moitié  plus  pe- 
tite t , qui  eft  ce  qu’il  failoic  prouver. 

Corollaire  I.^ 

Donc  puifque  les  cônes  peu  vent  être  confidere::, 
comme  des  pyramides , ta  furface  d'un  cône  e(l 
e'gale  à un  triangle  reB angle  de  même  hauteur  que 
le  côte'  du  cône , Cf  dont  la  bafe  efl  égalé  au  cir- 
cuit de  la  bafe  du  cône ou  à un  parallelogram'^ 
me  re 61  angle 'de  meme  hauteur  f dont  la  bafe  efl 
êage  à la  moitié  de  fa  'ta^fe  7 ^ 

La  hauteur  de  la  furtacedu  cô ne  & de  la  py- 
ramide eft  une  ligne  droite  la  plus  courte  qu’on 
puifle  concevoir,  menée  fur  la  furface  çlepuis  • 
le  fommet  jufqu’à  fa  bafe. 

G O R O L L A.  I R.  E II.  ^ \ 

Lotit  ce  qui  a d.ns  été  démontré  des  raifons  Cr 
des  proportions  entre  plufieurs  rcdangles  fembla- 
bles  , contfient  aux  furfaces  des  .cônes. 

1°.  Les  furfaces  des  cônes  font  entre  elles  en 
raifon  compofée  de  leur  hauteur  & de  leur  bafe. 

. 2°.Si  la  hauteur  eft  à la  hauteur  comme  la  bafe 
à la  bafe,  ces  furfaces  feront  en  raifon  doublée. _ 

3°.  Si  les  deux  cônes  ont  leur  hauteur  ou  leur 
baife  égale,  leurs  furfaces  feront  entre  elles 
comme  les  inégales. 

4 . Donc  puifque  les  circonférences  des  ccr- 

O ’ cie§ 

Z.  ».  143. 


■ ‘ / CllK-V^IC 


314  EU rft'ens  de  Géométrie., 

des  font  entre  elles  comme  leurs  diamètres,, 
deux  cônes  ayant  même  hauteur,  leurs  furfa- 
ces  font  entre  elles  comme  les  diamètres  de 
leurs  bafes. 

50.  Un  rcêlangle  étant  donné , on  en  peut 
trouver  un  ou  plufieurs  femblables  qui  ayent 
une  telle  jaifon  avec  lui;  aulîi  un  cône  étant 
donné,  on  peut  trouver  un  ou  plufieurs  autres 
cônes  aullî  femblables , quifoient  avec  le  don- 
né en  raifon  requife. 


T n E o n E M P V. 

yy  La  fuefaçe  du  c.ôm  ^eftd> celle  du  cercle  BCD , 
qui  eji  fa  èafe , comme  AB  hauteur  de  fa  furface 
fjlau  rayotfih  ce  cercle.  Archiraede  L Prop.  i8. 

La  furfaçe  de  ce  cercle  efl:  égale  au  triangle 
redtangie  2 dant  le  côté  Z>eft  égal  au  rayon  BC, 
& le  côté  A au, circuit  du  cercle*. 

La  furfa- 

du  cône  ^ ll> 


ce  du  cône 
X efl:  égale 
au  triangle 
redlangle/, 
dont  le  côté 
f efl:  égal  à 
le  cô- 
té G au  cir- 
cuit de  fa  bafc  f . 

G^E  étant  égaux  chacun  au  circuit  du  cer- 
cle , qui  efl  la  bafe  du  cône , ils  font  égaux  entre 
eux;  partant  lés  furfaces  de  ces  deux  triangles 
reftangles  T & Z,  qui  ont  des  bafes  égales,  fa- 
voir  G Ci.  £,  font  entre  elles  comme  £ à D%\ 
mais  Ali  ==£ , & BC  donc  X furface  du 
cône, efl:  à celle  du-  cercle  de  fa  bafe  comme 
AB  hauteur  de  là  furface  eH  k BC  rayon  du 

cer- 

* tyi/,  *.7J,  4 c.  4. 


».  7J 


Digilized  by  Google 


Umre  V,  Sicfiion  ML 
■cercle  de  là  bafe;  ce  qu’il  falloit  prouver. 

T-  K E O R E M E VI. 

Iks  fur  fat  e d*u»  cercle  dent  le  rmon  ejl  meye»  7^ 
proport  iennel  entre  la  hauteur  du  cône  le  rayon 
■de  la  bafe  de  ce  cône , eji  égal  à la  furface  de  cecone, 
Archimedel.  Prop.  17. 

Soit  X UBCÔne  dont/^B  eft  la  hauteur  delà 
furface,  & le  circuit  qui  efl:  fabafe;  ainfi  fa 

furface  eft  égale  au  triangle  reétangle  ÂBD.  La 
ligne  BC  eft  le  rayon  de  là  bafe.  Je  fuppofe  que 
£/<  eft  moyen  proportionnel  entre  AB  & BC,& 
que  EF  elt  le  rayon  d’un  cefcle  dont  hG  eft  le 
circuit  ; ainfi  la  mrfacedece  cercle  eft  égale  au 
-triangle  ££G:par  tonféquent  il  n’eftqucftioa 
que  de  prouver  que  ABD  ==  EFG. 


par  fhypothefe  AB . EF:  : EF.  BCiSc  puis- 
que les  circonférences  des  cercles  font  entre  el- 
les comme  leurs  diamètres,  EF:  BC  : : fG.  BD. 
Ainfi  AB.  EF::  EF.  BC::  FG.BD.  Donc 
AB . EF:  : FG.  BD\  partant  ABxBD—  EF 
' xFG  *.  Or /fBZ>  eft  moitié  de  3 x SZ>  com- 
me auffi£/'G  eft  moitié  de  /“G.  Ces  trian- 

gles font  donc  égaux  ; ce  qu’il  falloit  prouver. 

O 2 Theo- 
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Theoreme  VII. 

79  Si  U hiWteHr  ^ U bafe  efun  prifme  font  égales  â 

. Ja  hauteur  ^ la  bafe  d'une  ryr timide  droite , la  fur- 
face  du  f rifme  fera  double  de  celle  de  la  pyra' 
mide^  ■' 

Chaque  face  du  prifme  efl  un  parallélogram- 
me, (5c  chaque  face  de  la  pyramide  efl  un  trian- 
gle. Dans  le  cas  propofé  ces  parallélogrammes 
& ces  triangles  lont  de  même  hauteur , oc  lür 
même  bafe:  donc  * ces  parallélogrammes  font 
'doubles  de  ces  triangles;  ainfi  là  furface  du 
prifme  ed  double  Gc  celle  de  la  pyramide  ; ce 
qu’il  falloir  prouver. 

Corollaire: 

So  Donc  les  cf.ûes  pouvant  être  confiderez  comme 
des  pyramides , ^ les  cylindres  comme  des  prif- 
rne. , en  peut  dire  que  la  furface  du  cylindre  efi  i 
double  de  celle  du  cône  de 'même  "hauteur  ^ fur 
même  bafe. 

Remarquez  qu'il  ne  faut  pas  confondre  la  hau- 
teur abfolue  de  la  pyramide^  avec  celle  des  furfa- 
ces  planes  qui  la  forment  : la  première  efl  une  li- 
gne menée  perpendiculairement  de  li  pointe  de  la 
pyramide  fur  le  plan  qui  lui  fert  de  bafe",  Çff  la 
deuxieme  une  autre  ligne  menée\auffi  perpendicu-  • 
lairement  de  la  pointe  , mais  fur  un  côté  du  poly- 
gone qui  lui  fert  de  bafe  .,  laquelle  ligne  efl  plus 
longue  que  la  première.  Il  en  ef  de  rn' me  des  cô- 
nes .,  dont  Us  hauteurs  ou  axes  font  differentes  df 
celles  des  cotez. 

L E M M E I. 

8 1 La  furface  de  B(f  D E .,  fragment  du  cône  ADE, 

ejl  ég  aie  à celle  du  irapeze  GHLK.  ' > 

La  furface  du  cône  AEO  ed  égale  au  trian- 
gle . 

t L.  z.n.  135.  '> 
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gle  redlangle  FGH  dont  FG  = D , & GH 
égale  à la  circonférence  du  cercle  Dt*  ^ Scel- 
le du  cône  ABC  slm  triangle  reftangle  FKL 


dont  FK  = AB  & /CL  à la  circonférence  du  cer- 
cle C S : ôtant  donc  FKL  de  FGH,  le  relie 
GHLK  fera  égal  au  fragment  BCDl  , ce  qui 
£fl  évident. 

, Lemme'II. 


, HCÇs’  KL  font  les  rayons  des  cercles  des  deux  82 
hafes  d'un  fragment  de  cône.  KC  ejl  coupé  en  M 
par  la  moitié , MN  ejkparalleleà  KL  ^ HG  r 
je  dis  que  la  futface  de  ce  fragment  efi  égale  au 
reéiangle  fait  de  KC  hauteur  de  cette  Jurface , 

^ de  la  circonférence , d'un  cercle , dont  M N eji- 


le  rayon. 

Car  la  figure  CK L H 
p=OCKP,  àcaufede 
l’égalité  des  deux 
triangles  HO  N & 
N Fl.  , ajoutez  ou  re- 
tranchez ; mais  la  fi- 
gure C KL  H ell  à cel 


P L 


H. 


K 

î 


O 


le  qui  vient  d’être  prouvée  égale  au  fragment 
du  cône , en  raifon  du  rayon  du  cercle  à fa  cir- 
. , O 3 COQ- 
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*ig  Elément  St  Gimetrit, 
conférence  Et  OC  K P cft  aulTi  en  même 
raifon  au  reftangle  ftiit  de  K C par  la  circon- 
ference  du  cercle  dont  ilf  iV  eft  rayon  ; par- 
.tant  ce  reftangle  eft  égal  au  fragment  j > 
qu’il  falloir  démontrer. 

^ L E M M E I II* 

les  an^tis  tTntt 
fphsroiâicomme 
X , parâes  plans 
perpendicuialres  p Æ 
à Jon  axe  qui  le  y 
élivifent  en  plu-  i A. 

fteurs  parties  ,-j_ 
tes  parties  feront^  \T'' 
tj{  des  c ânes  corn-  \ 

^ w«r  C , ou  des 
frs^gmens  de 
ne  comme  B , o« 
tylindres  comme  A.  - ■ ^ 

Cela  eft  évident. 

THEOREME  VIII.  . 

«A  ■ ChaqMo  furface  des  portions 
^ Me  au  reaanprU  fait  de  la  partie  de  l axe  À- 
laquelle  elle  répond,  ^ de  la  arconferente  du 
i^cle  oufphere  infertte  dans  ce  [pherotde. 

Peur  la  partie  A. 

Quant  à la  partie  d , il  n’y  a pas  de  difficulté , 
^'Duifque  c’eft  un  cylindre  dont  la  furface  i eft 
■ égale  au  reftangle  de  EF  par  la  circonférence 
d^n  cercle  dont  le  diamettre  cft  EH,  lequel  eft 
égal  au  diamètre  du  cercle  ou  fphere  inferite 
dans  le  fpheroïde  A";  ce  qu’il  falloir 

*■  E.  4.  n.7S-  t i-  *•  »•  ^ * M *•  «• 
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Uvre  V.  Se^ion  HL 
• Pour  la  partie  B. 

tl  Faut  démontrer  que  la  furface  delapartio 
B , qui  efl  un  fragment  de  cône,  efl:  égale  à un 
reétangle  fait  de  K partie  de  Taxe  du  fpheroï- 
de  à laquelle  elle  répond , & de  la  circonférence 
d’un  Cercle  intcrit  audit  fpheroïde  ,dont  CN eft 
le  diamètre.  ( Figu  e fuivaute  ) 

Je  partage  cette  hauteur  AL  par  la  moitié, 
menant  Civl  parallèle  à ^A  & à EL  ; je  mene 
aulTi  GE  parallèle  à AL  à laquelle  elle  eft  éga- 
le. Les  triangles  LFG  & AC  j font  reélangles  ; 
ainfi  G FE  & G EF  valent  un  droit , l’angle  cFE 
étant  donc  égal  FC  Z)  * , 
retranchant  de  l’angle  G F X . 
droit  FC/^, l’angle  FC  Z>,  r"*7..  ••  . 

le  refte  DC  fera  égal  à j c/‘  ^ \W 

G E F y ainli  les  deux  ; / 12  \. 

triangles /^C /J  &£/ G 'Â  ^ P 

font  équiangîes:  donc  £ ; 1 ^ 

GEom  KL,  EFiiCD.  \ 

C/f  •>,  partant  AL  eft  \ , 
à FF  comme  le  double  ''  " 

de  CZ>,  qui  eft  GM,  eft  au  double  de  Aû  qui 
eft  CA^..  Soit  diamètre  d’un  cercle  dont  7* 

eft  la  circonférence  ; & CN  célui  d’un  cercle 
dont  Z eft  la  circonférence.  Donc  CM.  CN 
::  r.  Z.'  Donc  KL.  EF:  : T.  Z.  Donc  AL 
y.Z^EFxT^.  Or  la  furface  de  B,  fragment 
de  cône,  eft  égale  à FF  X T L Donc  cette  fur- 
face  égale  à FFx  T,  eft  égale  à uirreftangle  feit 
de  AL  par  Z circonférence  d’un  cercle  donc 
GiVeft  le  diamètre;  ce  qu’il  faUoit  prouver. 

Pour  la  partie  G.- 

- De  0 moitié  de  BD  côté  du  cô&e  C,  Je  mene 

O 4 à 

% L,%,n,i$,  b 


Oigitized  uy 


^?-o  EU  mens  ch  Géométrie. 

à//,  centre  du  cercle  qui  ell  infg-it  dans  le 
fpheroVde,"  la  ligne  A’.)  ^ & par  D une  paral- 
lèle à ;ainfi  corn-  JB 

me  B <7  eft  moitié  dé- 
fi D , yfO  fera  moitié 
de  Üt  \ partant  üF  d 
fera  le  diamètre  du 
cercle  dont  Au  elUe 
rayon.  Lafurfacedu 
cône  C eft  égale  à > 
tin  triangle  reélangle 
dont  BD  clt  la  Irau- 
teur,  & labafeeitun 
cercle  dont  DG.  eft  le 
’ diamètre  »,  ou  à un  parallélogramme  reftangle 
de  même  hauteur  BD , & dont  la  bafe  eft  la 
moitié  de  celle  d’un  cercle  dont  DGed  le 
diamètre  , ou  ce  qui  eft  la  même  ehofe,  dont 
la  baie  eft  égale  à un  cercle  dont  DE  eft  le  dia  • 
raetre.  Soit  nommé-ria  circonférence  de  ce 
cercle,  & Z celle  du  cercle  dont.f>F  eft  le  dia- 
métré:  il  fti ut  prouver  que  BDxT±: BEx.Z. 

/ ' Les  deux  triangles  DEF  ^ DEB  font  fem- 
^ blables^:  Donc  fi BE::  Dh.  DE,  Or  DF. 
DE:’.  Z.  T ‘1*.  donc-fîfi.  BE::  Z.T^:  donc 
BP  x T=  BE  X Z ; ce  qu’il  falloit  prouver. 


^5 


Théo  r.eme  IX, 

Laffirfacg  d’un  fphero'ide  e]i  égale  au  rùlan- 
gh  fa  'tt  dé  h circonférence  du  cercle 

d(  la  fphere  qui  lui  ejl  inferite. 

Par  le  Theorême  précédent , puifque  la  fiu*- 
face  de  chaque  partie  du  fpheroïde  eft  égale 
au  reétangle,  faite  de  chaque  partie  defonaxe 
à laquelle  elle  répond , & de  la  circonférence 

du 


a fup.  n,  7J.  h Z.  n.  lîi,  c L.  4«  >•*  *7» 


Dk  i'  . : r , t 


7^ 


Livre  SeEîion  lîL  ^21' 

du  cercle  de  la  fphere  qui  lui  efl:  infcrite,  tou- 
te la  furface  entière  fera  égale  au  reélangle 
' de  tout  l’axe  par  la  circonférence  du  cercle 
de  la  fphere  qui  lui  ell  infcrite,  puifque  le 
tout  & fes  parties  font  un  produit  égal  quand 
ils  font  multipliez  par  une  même  grandeur 

T H E O R E M E X. 

La  furface  d'une  fphere  efl  égalé  au  reéiangie  gg 

fan  axe  , ^ de  la  lirconference  d'un  cercle  qui 
a même  diameire  que  cette  jphere. 

La  fphere  peut  être  confiderée  comme  un 
fpheroïde  formé  par  un  polygone  régulier 
d’une  infinité  de  cotez  f,  dont  h diamètre 
. par  conlëquent  peut  être  pris  pour  Taxé  de 
la  fphere.  Ainfi  fa  furface,  par  le  Théorè- 
me précédent , eft  égale  au  reéiangie  fait  de 
fon  axe  par  la  circonférence  du  cercle  oupo-^ 
lygone,  par  la  révolution  duquel  elle  a été 
formée,  dont  le  diamètre  par  conlequentefl: 
le  même  que  celui  de  cette  Iphere  ; ce  qu’il  > 
falloir  démontrer.  . • 

"THEOREME  XI.- 

La  furface  d'une  fphere  eft‘  égalé  à celle  du  gy 
contour  d'un  cylindre , oh  elle  eft  infcrite,  qui  par  * 
conféquent  à la  même  hauteur  ou  même  axe. 

La  furface  de  la  fphere  /IMNC  (fig.  fui  v.)  eft 
égale  àun  reéiangie  fait  de  fon  axe , & de  !a  cir- 
qonference  du ‘cercle  qui  a un  même  diamètre 
MN  Or  la  furface  du  cyl-ndre  ou  cette  fphe- , 
re  eft  infcrite, dont  les  côccz  DP  & Aff  font 
égaux  à AC  Paye  de  rette  fphere,  dl  égale 
à ce  même  reélanÿe;  car  elle  eft  égale  au 
reéiangie  fait  de  PD  par  la  circonférence  du 

. O 5 cer. 
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cerclé  de  fa  baie  qui  a pour  diamètre  PQ^ég^V 
ï puifque  le  diamètre  d’une  fphere  inf- 
crite  dans  un  cylindre  doit  être  égal  à celui 
de  la  bafe  du  cylindre , félon  l’idée  que  l’on  a 
donnée  des  figures  infcrites  *. 

T H EOREME  XII. 

88  Si  on  ccupe  une  fphere  infcrite  dans  un  cylindre- 
par  des  plans  perpendiculaires  à fan  axe  , la  furfa~ 
ce  de  chaque  partie  de  la  fphere  e fl  .égale  a celles 
de  la  partie  du  cylindre  qui  lui  répond. 

AC  axe  de  la  fphere  eft  la  hauteur  du  cylin- 
dre oii  la  fphere  eft  infcrite,  ainfi  ce  cylindre 
touché  par  fes  deux  bafes  cette  fphere.  J e cou- 
pe Taxe  yfC  par  des.  D A ïi 

plans  perpendicu- 
laires fur  lui,  qui 
^ coupent auflile cy- 
lindre. Je  dis  que 
là  furface  de  la  par- 
tie MHIN  eft  éga- 
le à celle  de  la  par- 
tie MGFN  du  cy- 
lindre,comme  aullî 
la  furface  de  HAI 
àcelledejE/GZ); 

Car  on  peut  prendre  cette  ft>here  pour  un 
. foheroïde  ainu  la  partie  MHIN^  HAI  pour* 

des  portions  des  fpheroïdes.  Ainû  la  furface  • 
de  MHIN  eft  égale  aureftangle  B par  la  cir- 
conférence-d’un  cercle  dont  A/JVeftle  diamè- 
tre <=,  lequel  reftangle  eft  égal  à.  la  furface 
<i;demêmela  furface  âeHAl  eft  égale- 
au  reftangle  de  AB  par  la  circonférence  d’an 
cercle  donc^P/’eft  le  diamètre  «,  auquellafür- 
■ face  de  la  partie  DEFG  eft  égale 

P R O- 
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PROBLEME  I. 

Couper  une  fphe>e  par  un-plan^  de  forte  que  S9^ 
les  larfaces  des  portions  de  cette  feélson  f oient  en- 
raifon  donnée-,  Archimcdc  II.  Prop.  4.  & 5. 

_ Ilfaut  infcrite  la  fphefe  dans  un  cylindre , en^ 
Aiite  couper  les  côcez  du  cylindre  félon  la  rai- 
fon donnée,  & mener  par  les  points  de  cet- 
te feûion  des  lignes  ou  des  plans  parallèles  qui 
couperont  la  fphere  félon  la  raifon. donnée ÿ; 
car  les  fürfhces  des  portions  de  la  Iphere  corn-- 
prifes  entre  ces  parallèles , feront  dgales  àcel-^ 
les  des  portions  du  cylindre  auxquelles  elles 
répondront  J comme  on  vient  de  le  prouver.- 
Theor'Eme  XIII. 

La  furface  d'une  fphere  eji  égale  d quatre  fois 
celle  de  fon-  plus  grand  cercle.  Arcnimede  L- 
Prop.  37. 

Concevons  une  I^ere  dans  un  cylindre, 
dontla  bafe  par  conféquent  fera  égale  au  plu$^■ 
grand  cercle  de  la  Iphere,  & là  hauteur  fera* 
le  diamètre  de  ce  plus  grand  cercle  ; par  con-- 
féquent  le  contour  de  ce  cylindre  fera  égal  à'< 
quatre  fbjs  la  furfecede  ce  cercle  *.  Or  la  fur- 
ftce  de  la  fphere  eft  égale  à ce  contour  f : donc  ■ 
elle  eft  égale  à quatre  fois  fon  plus  grand  cer-- 
cle. 

T H E O R E M E XIV. 

La  furface  d'une  fphere  efi  égale  à celle  'dun  'pii 
ter  de , dont  le  rayon  eJi  égal  au-  diamètre  de  fon 
plus  grand  cercle. 

Soit  X une  fphere  & Z un  cercle;  dont' lè" 
rayon  eft  égal  au  diamètre  du  plus  grand  cercle-' 
de  la  fphere  X.  Il  faut  prouver  que  la  furface  • 
de- Jf  eft  égale  à-^celle-ae  ce  cercle  Z.- 
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Ayant  fuppofé  que  le  diamètre  du  plus  grand' 
cercle  eft  i ; donc.felon  l’hypothefc,  le  diamè- 
tre de  Z cfta.  Or  les  lurfaces  des  cercles  étant 
entre  elles  comme  les  quarrez  de  leurs  diamc-  , 
très  * , puifque  le  quarré  de  -i  elt  i , & que  ce- 
lui de  aeli  4,  félon  l’hypothefe,  la  furface  de 
Z fera  quadruple  de  celle  du  cercle  de  la  fphere 
X.  Or  la  furface  de  cette  fphere  efr  quadruple 
' de  celle  de  fon  plus  grand  cercle  par  le  Théorè- 
me précédent , donc  elle  fera  égale  à celle  de  Z\ 
ce  qn’il  falloir  prouver. 

T H E O R E M E XV. 

haftirface  e'/iùen;  à' un  cylindre , c’eft-à-dire'j 
tant  de  fan  contour  que  de  Jes  deux  hafes , efl  à 
celle  d'une  fdhere  k laquelle  il  ejl  circonscrit , en 
rXtfon fefquialtere.  Archimede  1.  Prop.  39.. 

1°.  Le  feul  contour  du  cylindre  eît  égal  à lâ 
furface  de  la  fphere  f. 

20.  Chaque  bafe  de  ce  cylindre  ell  le  plus 
grand  cercle  de  la  fphere,  qui  elt  la  quatrième 

f)artie  de  fa  farface  \ ' ainfi  les  deux  bafes  du  cy- 
indre  font  la  moitié  de  la  furface  de  la  foherc. 

Partant  toute  la  furface  du  cylindre  eu  égalé , 
I®.  àunefois  toute  la  furface  de  la  fphere:  2°.  à 
lamoitiéde  cette  furface  ; ainfi  cette  raifonefl: 
lèfquialtere , c’dl- à-dire,  comme  3 à 2. 

T HEOREME  XVI. 

P3  Une  fphere  étant  coupée  par  un  plan  en- deux 
portions , les  Jurfaces  de  ces  portions  font  entre 
elles  comme  celles  des  cercles  qui  ont  pour  rayons 
les  cordes  de  la  rnoiiié  de  ces  portions  ^ font 
égales  à,  ces  cercles.  ^ 

Soit  A' une  fphere  coupée  par  le  plan  BC  ; H 
faut  prouver  que  les  lurfaces  de  c.es  deux  pon- 

:■  tions 

« so,. 


/ 
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lions  font  entre  eHes  a 

comme  celles  des  furfa- 

ces  dès  cercles, dont /ffi  ^ /l\^\ 

& SD  cordes  de  la  moi-  / / ' \ 

tiède  ces  deux  portions  \ / \ 1 

fontles  rayons  ,&  qu’el-  £ VJ' 

lés  leur  font  égales.  ^ V" 

1°.  Ayant  infcrit  la 
Ibhere'A' dansun  cylin-  +rr 

dre  de  même  hauteur 
que  cette  fphere,  la  lürface  de  la  portion  ARC 
lera  égale  au  contour  de  la  partie  du  cylindre 
qui  lui  répond,  comme  celle  de  BCD  à l’autre 
partie  du  cylindre  Les  contours  de  cés  deux 
parties  font  entre  eux  comme  AK  à ED^. 

Or  les  quarrez  fur  AB  6c  BD  font  aufficom- 
me  A K k ED  Donc  les  furfaces  des  por-  ' 
dons  de  cette  fphere  feront  entre  elles  com- 
me ces  deux  quarrez , ou  les  cercles  dont  ils 
font  rayons 

2°.  l .e  quarré  de  AD  efl:  égal  aux  quarrez  de 
AB  &de  BD  e;  doncla  furfacedu  cercle  dont 
ell  le  rayon , efl:  égale  aux  furfaces  des  deux  • 
cercles/,  dont  AB  & BD  font  les  rayons 

Or  le  cercle  dont  AD  ell  le  rayon , a fa  fur- 
face  égale  à celle  de  la  fphere  A i ; ainfi  cette 
furface  efl:  égale  à celle  des  deux  cercles  dont 
AB  & BD  font  les  rayons.  Mais  il  vient  d’être 
dit  qu’ils -font  aufli  entre  eux  comme  ces  por- 
tions ; donc  ils  leur  feront  égaux  chacun  à ce- 
lui qui  lui  répond , puifque  le  même  tout  efl: 
divifé  en  même  proportion 

T H E o R E M-  E XVII. 

La  furface  d'une  fphere  eft  double  de  celle  dtt'' ^ a 

Ü 7 COK- 
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contour  du  cvlindre  qui  lui  ejl  infcrit , ^ dont  îà' 
hnuteur  eji  égale  au  diamètre  defa  hafe. 

La  furfacc  de  la  fphere  Z ell  quadruple  de 
celle  du  cercle,  dont  Z cft  le  diamètre 

La  furface  du  cercle 
dont  /f  eft  le  diamètre , 
efl:  égale  à la  furface  des 
cercles  dont  C 3c  B font 
les  diamètres , puifque 
ces  furfaces  font  com- 
me les  quarrez  de  leùts 
diamètres , & que  A A 
ssCC-hBBf.  OtC 
se  B : ainfl  la  furface  du 
cercle  dont  A efl:  le  diamètre,  eft  égale  à deur' 
fois  celle  du  cercle  donc C efl  le  diamètre;.^, 
par  conféquetit  puifque  la  furface  de  A efl:  la 
quatrième  partie  de  la  furface  de  la  fphere;^, 
celle  du  cercle  dont  C efl:  le  diamètre  eft  la 
huitième  partie  dé  celle  de  la  fphereZ.  Orlæ' 
fiirfacedè  Ce  même  cercle  ^ dont  C elHe  diamè- 
tre, eft  là  quatrième  partie  du  contour  de  ce 
oylindré  iftlctit-  % ; donc  ce  contour  éft  la  moi- - 
tié  de  la  fiiffâcé  de  la  fphere  2. 


SECTION  I V. 

Dè  la  folidité  dès  Solides. 

Propofîtkns  évidentes  touchant  cette  foUditii 

Proposition!. 

ON  peut  concevoir  que  tout  Pqralleldpipeda 
efl  fait  par  le  mouvement  de  fon  plan  ,,.ou^ 
de  fa  bafe  toujours  parallèlement  à elle-même^ 
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Proposition  II. 

Si  le  plan  dont  le  mouvement  ferme  leParulle-  Ç6- 
Idpipede  ^ fe  fait  félon  lu  perpendiculaire  de  fa 
hauteur  ^ il  eft  droit  ^ fes  anjrles  font  droits:  St 
cl eji  félon  une  ligne  oblique  j il  ejl  oblique , ^ fes 
angles  ne  font  pas  droits. 

Proposition  III. 

ùn  peut  aujji  concevoir  qsCm  Parallele'pipede 
eji  eompofé  d*une  infinité  de  plans  tous  parallèles^ 

^ tous  égaux  à celui  qui  en  eft  la  baje,  ' 

Corollaire. 

IJ  en  eft  de  meme  des  cylindres , ^ des  prifmes.  9Î  • 

P R 0»P  O S I T I O N IV. 

« 

Une  Pyramide  peut  être  faite  par  le  mouve-  yp 
ment  de  fa  bafe ^.toujours  parallèlement  à elle-mê- 
me décroiftant  à proportion  qu'elle  monte.  St 
ce  mouvement  fe  fait  félon  la  perpendiculaire  de  - 
fa  hauteur , la  pyramide  eft  droite  ; Ji  félon  une 
oblique  elle  eft  oblique. 

P R,  O P O S I T I O N V. 

On  peut  aujfi  concevoir  qu'une  pyramide  eft  j®,-. 
eompo/ée  d'une  infinité  de  plans  parallèles  qui 
diminuent  à -proportion  qu'ils  font  élevez.  . 

Proposition  VI. 

Deux  folides  de  même  hauteur  contiennent  un  i.j. 
égal  nombre  de  plans  , c* eft- à-dire , qu'on  en  peut 
^ncevoir  autant  dans  l'un,  que  dans  l'autre,. 

P R O POSITION.  VIL 

Si  on fuppofe  qu'un  parallélépipède  oblique ou 
prifme  oblique  toute  pyramide  tout  cône  ^ font 
CO  mp  O fez  d'une  infinité  de  plans  ^ leurs  fur  face  s 
feront  unies, 

Gon- 
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Confiderez  la  pyramide 
BAC.  Si  les  plans  0,0,0., 

0,0,0,  qui  la  compofenc 
font  épais , il  efl  évident  que 
fa  furface  ne  fera  pas  unie  , 

■ mais  par  degrez  d’autant  plus 
grands,  que  les  plans  O fe- 
ront plus  épais  ; & ils  le  fe- 
ront d’autant  moins,  qu’il  ^ 

en  aura  plus.  Si  on  fuppofoît  donc  qu  ils  fuf- 
fent  infinis  en  nombre,  ils  n’aqroient  plus  d’é- 
pailfeur;  & alors  la  furface  de  SAC  feroitfans 
degrez.  Ce  qui  fe  conçoit  de  tout  parallélé- 
pipède , de  tout  prilme , de  toute  pyramide 
é.  de  tout  cône. 

Proposition  VIH. 

On  peut  concevoir'  un  parallele'pipede  fur  une 
ligne  donnée  qui  fait  femblqble  pofé  de  lame-' 
me  manière  qu'un  autre  farallelepipede  donné. 

Êucl.  XI.  Prop.  27. 

Euclide  prop'ofe  de  faire  la  chofe;  ce  qui  n’efl: 
pas  difficile  ; mais  il  fuffit  qu’on  la  conçoive 
faite. 

PROPOSITIÇN  IX. 

Deux  fültdes  font  égaux , qui  font  compofez  d^un 
égal  nombre  de  p.ans  également  épais  , femblables 
Q égaux. 

Si  par  exemple  deux  folides  V & Z étoient 
comporez  chacun  d’un  million  de  plans  égalfc- 
menc  épais  & égaux , ils  fcroient  évidemment 
. égaux.  Y d]ovit^ femblables , pour  marquer  qu’én 
’ cas  que  les  plans  dont  X cfl  compofé  allafienr  en 
diminuant,  ü ceux  de  Z alloient  de  même  en  di- 
minuant chacun  étant  feinblableà  celuiauquel 
il  répond,  c’ell-à-dire,  le  centième  de  A' étant 
, ^ égal 

' ' ' X. 
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égal  & femblable  au  centième  de  Z , il  faut  que 
X & Ibient  nécelTairement  égaux. 

Proposition  X. 

Si  on  coupe  le  paralleUpipede  i^par  un  plan 
félon  la  diagonale  AC  oa  EG  , il  fera  coupé  en  deux 
prifmes  triangulaires  égaux-  Éucl.  XI.  Prop.28- 
i.es  deux  parties  de  X ont  q 
leurs  baies  égales , elles  ont  mê- 
me hauteur  : donc  parla  Propo- 
lition  précédente,  elles  font 
égales.  Selon  la  Définition  des 
prifmes  * , elles  font  prifmes 
triangulaires. 

Proposition  XI. 


Ci 


H 
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Si  les  cotez  des  plans  oppofez  d-un  parallelépi- 
■ pede  font  coupez  en  deux  également , ^ cjtC on 
mem  des  plans  par  les  feélions  ; la  ligne  de  com~ 
mune  feéiion  ^ de  ces  plans , ^ diamètre  du 
parallélépipède , fe  couperont  en  deux  également. 
Eucl.  XL  Prop.  39. 

Cela  efl;  évident , car  ce  diamètre  eft  la  bafe 
d’un  triangle- coupé  parallèlement  à un  de  ces 
côtez  par  le  milieu  de  l’autre  ; ce  qui  divife  éga- 
lement & le  côté  & la  bafe.,  * 

Proposition  XII. 

Si  un  folide  eji  compris  entre  des- plans  paralle^  i»7 
les , ceux  de  ces  plans  qui  font  oppofez  font  des 
parallélogrammes  femblables^  égaux-  Eucl.XI. 
Prop.  24.  ( Même  figure.  ) 

1°.  Les  lignes  AD  & BC  feront  parallèles  f , 
comme  aufll  AB  &DC.  ‘lien  efl:  de  même  des 
lignes  & HG , & de  IG  & EH.  Ainfi  les  ' 
plans  ABC  D 6c  EFG  H font  des  parallélogram- 
mes. 2°.  Ces  parallélogrammes  font  fembla- 
bles  ; car  l’angle  EFG  eft  égal  à ADC  :):  : ainfii 

des 
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des  autres.  3*.  AB  & //£  parallèles  entre  les 
parallèles  AÉ  B H foht  é^les,  obliques  ou 

perpendiculaires  quelles  qu’elles  foient  * : ainfl 
on  peut  d«toôntrcrque  ces  plans  oppoièz  font 
. égaux. 

TH£0R£M£  I. 

T^oute  fsffiott  étnn  pA.‘'tlhfepipede y «Tk* 
me  y d* un  cylindre  y dtine  pyramide  y d'un  eSncy 
qui  fe  fait  pafalleîtment  » pi  hxfe , eji  /tmilaéle 
Àfabaje.  Eucl.  XI.  Pîop.  25- 

1®.  Cela  eft  évident  dans  le  parallélépipède, 
le  prifme . & le  cylindre , qui  fe  font  par  le  mou* 
vement  toujours  parallèle  de  leurs  bafes. 

2®.  Audi  dans  la  pyramide,  dans  le  cône , qui 
font  des  Iblides  faits  par  le  mouvement  de  leur 
bafè,  qui  diminue  proportionnellement; ainfi 
tous  les  plans  parallcies  dont  on  peut  concevoir 
que  l’un  & l’autre  eft  fait,  font  tous  femblables. 
Ôr  ces  ferions  font  quelqu’un  de  ces  plans;  par 
eonféquent  elles  font  femblables  àlabafe;  ce 
qu’il  falloit  prouver. 

T H E 0 R E M E II. 

Tous  ht  foîidps  de  même  nom , tpiti  ont  des 
fis  égales  ^ font  de  même  hmteter , f>nt  éy^anx>.^. 
fait  adroits  y fait  obliques.  Eucl.  XI.  Prop.  29. 
30.  & 31. 

C’eft-à-dire,  que  les  folides  parallelépipedei 
étant  fur  bafes  égales,  & de  mêmehauteur,  font 
égaux  entre  eux,  ils  ont  un  égal  nombre  de 
plans  tous  femblables  & égaux  à leurs  bafes  f ; 
ainfl  ils  doivent  être  égaux.  ' ' 

Il  en  eft  de  même  des  prifmes , des  cyMndres , 
des  pyramides , des  cônes  ; car  chaque  plan  de 
l’une  eft  femblable  & .égal  à chacun  de  l’autre 
pris  à la  même  hauteur. 

Co- 
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Corollaire. 

Donc  pourmefurer  les  folides  ^ il  faut  feulement 
avoir  /gard  à l ur  hauteur  ^ ^ à leur  iafe. 

Car  un  parallélépipède  oblique  a bien  plus 
de  furface  qu’un  droit.  Cependant  s’il  cft  fur 
une  bafè  égale,  & de  même  hauteur,  il  u’eft 
pas  plus  grand. 

T H E O R E W E III. 

-Les  folides  pafaiteldpipedes  Çÿ  les  prifmes  de 
tnème  hauteur , font  V»n  à l'autre  comme  leurs 
imfes'^  ^ s* ils  ont  mime  bafe^  ils  fiat  comme 
leurs  htmteurs.  Eucl.  XI.  Prop.  32. 

Soient  le^deux  folides  ZàiX.  i®.  Ils  ont  un 
égal  nombre  de  plans  parallèles  * , & femblables 
a leurs  bafes.  Si  leurs  oafes  font  égales , ils  font 
donc  égaux  ; fi  celle  de  2 eft  double  de  celle  de 
A',  alors  tous  les  plans  de  Z étant  doubles  de 
ceux  de  X , il  faut  que  Z {bit  doublede:V.  Si 

ces  deuxfolides  ont  leurs  bafes  égales, ilS  feront 
comme  leure hauteurs; car  tous  leurs  plans é- 
tant  égaux,  fi  le  folide  Z eft  deux  fois  plus 
haut  que  A , il  doit  avoir  deux  fois  plus  de  ces 
plans.  S’il  eft  trois  fois  plus  haut  , if  en  aura 
trois  fois  plus. 

Theorexie  iv. 

Deux  cylindres  de  mime  hatUeur  font  comme 
leurs  bafes  \ou  s* ils  ont  une  même  b afe , ils  font  com- 
me leurs  hauteurs.  Eucl.  XII.  Prop.  n.  & 14, 

Cela  vient  d’être  démontré  du  prifine,  «Sc 
pw  conféquent  du  cylindre. 

Theoreme  V. 

Si  un  cylindre  eft  coupé  par  un  plan  parallèle 
mtx  plans  oppofiz^de  fis  bafes  ^ les  figmens  du 
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cylindre  feront  Vun  à l'autre  comme  les  fegmer. 
de  l'axe.  Eud.  XII.  Prop.  13. 

Les  plans  de  ces  fedlions  feront  égaux  », 
Tous  les  fegmens  feront  donc  comme  autant 
de  cylindres  qui  ont  leurs  bafes  égales,  & F"‘^- 
tant  il  font  entre  eux  comme  des  fegmens  de 
' l’axe,  qui  font  leur  hauteur  parle  précédent 
Théorème. 

JJ  T H E O R E M E VI. 

Un  parallélépipède  efé  double  d'un  prifme  trian' 
gulaire  de  même  hauteur  fi  la  bafe  du  par  allé- 
, lebipede  efi  double  du  triangulaire.  Eucl,  XI. 
Prop.  40. 

Cela  efl:  évident,  puifque ces jieux prifmes 
font  comme  leurs-  bafes 

T H E O'R  E M E V II.  . ' 

Eout  prifme  polygone  peut  être  divif i en  prifmes 
triangulaires. 

Soit  K un  prifme  polygone 
dont  les  bafes  font  /IBCDE  ^ 

& GiJILF'.  Qts  bafes  polygo- 
nes fe  réduifenten  triangles. 

, Parla  Définition  des  prilines 
’ triangulaires,  les  folides 
CGHI,ACDGIL,ADEGiÆ  g 
font  des  prifmes  triangulai- 
res: donc  le  prifme  A peut 
être  divifé  en  prifmes  triangulaires. 

Theoreme  VTII. 

Un  prifme  ejl  égal  à plufieurs  prifmes  de  meme 
hauteur.,  fi  fa  bafe  eji  égale  à celles  de  tous  ces 
prifmes_.  Il  eu  efi  de  même  des  pyramides. 

Car  concevant  dans  CCS  fol  ides  des  plans  pa- 
rallèles à la  bafe  il  y aura  un  égal  nombre  de 

plans  dans  chacun  ; chaque  plan  dans  le  grand 

prif- 

ufMpn,9%>  in.  cfup.H.97. 


Digitized  by  GoogI 


Livre  V.  SeEHon  IV.  3 55 

Drifine  fera  é^al  à tous  les  plans  qui  feront  dans 
es  autres  primies  ; car  il  leur  fera  comme  fa  ba-  ' 
è eili  toutes  les  bafes  de  ces  prifmes.  Or  elle 
leur  cà  égale  : donc , &c.  Il  en  eil  de  hiême  des 
pyramides.^ 

C O R O L L A I R È I. 

cvUndre  eji  égal  à un  pr if triangulaire  nî" 
de  ûiè/he  huHteur , dont  la  baie  Cjl  égalé  à la  , 
fienne. 

Un  cylindre  eH:  un  prifme  polygone.  Tout 
prifme  polygone  peut  être  divifé  en  prifmes 
triangulaires  *.  Ces  prifmes  feront  égaux  à un 
ïcul  prifme  triangulaire  de  même  hauteur , dont 
la  bafe  ell  égale  à toutes  celles  de  ces  prilmes  f . 
Fartant  le  cylindre  égal  à ce  prifme  polygone, 
l’eftà  ce  prilme  triangulaire  qui  a même  hau- 
teur, & dont  la  bafe  eit  égale  à la  fîenne. 

Corollaire  II. 

Donc  un  cylindre  X ejl  égal  à plujîeurs  cylin-  ns 
dres  A , 13 , C , &C.  de  même  ha:i:eiir , dont  toutes 
les  bafcs  prifes  enjernble  font  égales  à la  Jienne. 

Car  tous  ces  cylindres  feront  égaux  à autant 
. de  prifmes  triangulaires,  qui  ont  même  hauteur 
& bafcs  égales.  Celui  auquel.!  elt  égal,  & par- 
tant de  même  hauteur  fur  bafe  égale,  ell  égal 
à tous  ces  autres  prifmes  triangulaires , & par- 
tant aux  cylindres  ,C  ^ ;sfr.  dont  toutes  . 
les  bafes  font  égales  à celle  de  X ; partant'  X 
eft  égal  à /^  , B,  C , êÿf. 

TheoremeIX, 

Un  prifme  triangulaire  fe  divife  en  trais  .py- 
ramides  triangulaires  égales.  Euclide  Xll. 
Prop.  7. 

Soit 
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Soit  A]  un  prifme  trian- 
gulaire; je  mené  fur  cha- 
jcune  de  les  trois  faces  des 
diagonales , qui  feront  fix 
triangles.  Les  triangles 
B AD , /f  CD  font  égaux  », 
les  pyramides  B ADF  ^ 

BDCt'qm  ont  même  foramet,&  partantmô- 
mc  hauteur  ) font  égales*».  Ayant  ôté,  par 
la  penfée,  dé  ce  prifme  X,  ces  deux  pyrami- 
des, il  en  relie  une  troiûeme  favoir  FCED^ 
laquelle  a premièrement  même  fommet  D, 
& partant  même  hauteur  que  la  pyramide 
FBCD  ; elles  ont  des  bafes  égal»;,  lavoir  les 
triangles  égaux  FB  C & FC  E»:  donc  ellea 
font  é^gales  ‘i.  Or  la  pyramide  FBCD  eft.  la  mê- 
me que  B DCF,  étant  formée  par  les  mêmes 
triangles  : donc  les  pyramides  FC  ED  & B ADF 
feront  égales , l'étant  à une  troiûeme  ; aînfi  le 
prifme  X peut  être  divifé  en  trois  pyramides  é- 
gales,  qui  font  S. VD/-,  BDCF^  CEDF. 

Corollaire  I. 

(20  Donc  toute  pyramide  efi  le  tiers  de  tout  prifint 
de  même  beuttenr  y qui  eji  Jur  même  hafcy  ou  fur 
bafe  égale. 

Corollaire  II. 

121  Donc  pour  mefurer  une  pyramide  y il  faut  muF 
tiplier  la  bafe  par  le  tiers  de  fa  hauteur, 

L £ M M £. 

it.  Une  Pyramide  polygone  fi  peut  divfer  en  pyra* 
mides  trianguîaires. 

La  bafe  d’une  pyramide  polygone  eft  un  po- 
lygone, quiparconféquent  fe  réduit  en  tnan- 

gles  , 

b/ô^.Viios.  cL.a*«.X2|. 
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gles , fur  lefquels  coaeevantdjes  plana^eveale 
long  des  côcez  de  cetre  pYraïuide  jufqu’à  foa 
fommec , on  aura  plùlieurs  pjranndes  trian- 
gulaires, qui  feront  les  parties  de  k pyrami- 
.de  polygone. 

THEOREME  X. 

Les  pyramides  qui  ont  pour  bafe  des  triangles  y 
qui  [ont.  de  même  hauteur  y font  entrv  eiles 
somme  leurs  bafes.  Il  en  efi  de  même  de  exiles  qui 
ont  des  polygones  pour  leurs  èafes^  Kttd.  Xil, 
Prop.  J.  Ôc  (5. 

Les  prifraesfont  triples  des  pyramides  de  mê-  - 
me  baie  cic  de  même  hauteur  *.  Maïs  les  prifmes 
de  riicme  hauteur  font  entre  eux  comme  leurs 
bafes , ou  ceux  de  même  bafe  font  comme  leurs 
hauteurs  f : donc  auffî  les  pyramrdesiqui  ne  font 
que  le  tiers.  Par  le  Lemmc  précédent , on  peut 
confondre  les  pyramides  polygones  avec  les 
triangulaires,  puifqii’eUe&  s’y  rélolvent. 

T H E Q & E M E Xi 

7"oHte  pyramide  ayant  «ne  bafe  trianguîaire  peut  !*♦ 
être  divtjee  en  deux  pyramides  égales , femblables 
entre  elles  ^ ^ à la  totale , ^ en  deux  prifmes 
égaux  ^ plus  grands  qjux^  lia  moitié  de  Ict  pyrami* 
de  totale.  Euci  XII.  Prop.  3. 

THEOREME  Xil. 

Deux  pyramides  de  même  hauteur  ayant  des 
hiÇes  triangulaires  y foient  dkiifées  en  deux  au-^ 
très  pyramides  égales  entre  elles.  ^ Jemblables  « 
la  toute  en  deux  prifmes  égaux  ; que  les 
pyramides  provenues  de  cette  divijîon  fiant  tottr  \ 
jours  divtfe'es  de  la  même  fapm  : commà  ht  bafe 
de  l*une  des  pyramides  fira  à Ia  b/fe.  de  Casttre\ 
ûinji  tous  les  prifmes  qui  font  eu  P une  des  pyfd- 

mi- 
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. tnt  de! , feront  à tous  les  prtfojes  de  l'autre  igaust 
' en  nombre.  Eucl.  Xil.  Prop.  4. 

Ces  deux  Propoficions  n’ont  rien  de  fort  uti- 
le, ainü  je  n’en  rapporte  point  les  démonftra- 
tions. 

Théo  r'e  me  XIII 

ti«  T’ouïe  pyramide  polygone  ejl  le  tiers  de  tout 
prifme  de  même  hauteur , ^ qui  e/l  fur  même 
bafe  ou  fur  bafe  égale. 

, Car  ayant  réduit  en  triangles  l’une  & l’autre 
bafe  de  ces  deux  folides , la  pyramide  polygone, 
fera  diviCée  en  pyramides  triangulaires.  Or 
chacune  de  ces  pyramides  triangulaires,  fera  le 
tiers  de  chacun  d,eces  prifmes  triangulaires  *: 
ainfî  toute  la  pyramide  polygone  fera  le  tiers 
de  tout  le  prifme  polygone. 

Avertissement. 

127  On  donne  cette  règle  pour  trouver  la  folidite  de 
Z un  fragment  de  pyramide  dent  les  bafe  s font 
parallèles  ; fait  par  exemple  l'inferieure  36,  la 
fuperieure^ç.,  ce  nombre  18  ^ moyen  enîre\es 
deux  nombres. 

' Il  les  faut  ajouter  dans  une  fomme,  & multi- 
plier cette  fomme  par  2 que  je  fuppofe  le  tiers 
' de  la  hauteur  du  fragment,  l^roduit  126  fera 
la  folidité  de  ce  fragment.  Examinons  cette 
règle. 

Soit  a la  hafe  inferieure  , b la  faperieure 
Cla  hauteur  de  7.  fragment , d le  rejîe  de  P axe' 
pour  achever  la  pyramide  , aaé  -f-  aad  ^7? 
folidité  d'un  prifme  qui  ejl  le  triple  de  toute  la 
pyramide^  dont  j'ôte  bbd  loUdité  d'un  prif- 
me , dont  la  pyramide  X ejl  le  tiers  • Ainji 
aac-bRad~bbd=:3Z.  Puifquç~^z.  ab. 

bbi' 
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’feb  j Donc , félon  la  ri^le , en  rnul- 
.îipliant  ces  trois  termes  qui  font  les 
■mêmes  36 , , 9 , par  le  tiers 

de  c , j'aurai  la  folidtté  de  Z ; 
ainji  multipliant  par  tout  C jj' aurai 
aac  — f-  abc  — +-.bbc  = 3Z:  rejîe 


iVr 


à 


à démontrer.que  aac  — |-  aad  — b”bd 
= aac  -4-  aoc  — f-  bbc  : j'ôte  aac 

départ^  d'autre  ^reflèZi2ià.~\ihÙ. 

= abc  — |-  bbc.  Il  faut  voir  fi  cela  ejl. 

*.  a — b.  b : : c.  d , multipliant  a — b Çfj’  b 
^ - bb.  ab  -f-  bb  : : a - b.  b.  Ænfi 

aa  — bb.  ab  H-  -bb  : : c.  d ^ : Donc  multipliant 
les  extrêmes  les  moyens , 0»  a aad  --  bbd  =:  abc 

-+bbcc;  ce  qui  refloit  à prouver.  Larcde  efl 
donc  fure. 

_ T H E O R.  E M E X IV.  ■ 

Un  cône  pi  le  tiers  ^un  cylindre  de  même  haU'  m 
teur  fur  bafes  eyrales.  Eucl.  XII.  Prop.  10. 

Un  cône  eü:  une  pyramide  d’une  infinité  de 
côtcz  ror  une  pyramide  efl;  le  tiers  d’un  prifme 
de  même  hauteur,  qui  a une  bafe  égale  : donc 
le  cône  eft  auflî  le  tiers  d’un  cylindr*de  même 
hauteur,  & fur  même  bafe  ou  bafe  égale,  puifl- 
qu  un  cylindre  efl  un  prifme  d’un  nombre  infini 
de  cotez. 

C o R O L L À I R E I. 

Vn  cône  e(i  égal  à tous  les  cônes  de  mêmehau- 
fiennj!''”'  ' ' enfemblefont  égales  d la 

pyramides  d’un  nombre 
côtezjlefquels  font  le  tiers  du  cvlin- 
,dre  oudu prifme ;amfî  cette  Propofition  n’eft 
pasJifferente  de  celle  qu’on  apropofée  c 

â 3.  n.  b Z,  3.h(3  t t . ' ^ ^ ^ 


ita 
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C O X O I.  L A I R E n» 

*3®  Deux  cônes  de  même  hauteur  font  comme  leure 
hafeSf  ^ s"* ils  ont  même  hafe , ils  font  comme 
leurs  hauteurs.  Eucl.  XII.  Prop.  II.  & 14. 

Cela  eft  évident. 

Theoreme’  Xy. 

Des  prifmes  ^ les  parallélépipèdes  femhlahlec 
font  en  raifon  compof/es  des  raifons  de  leurs  trois  • 
.dimenjions  ^ £3’  cette  raifon  eji  triplée»  Eucl.XI. 
Ptop.  33. 

Leur  folidité  dépend  de  la  multiplication  de 
leurs  dimenfîons  ■.  La  raifon  qu’ils  ont  entre 
eux  eft  compofée  de  celle  de  leurs  trois  dimen- 
fions  b.  Etant  femblables^cette  raifon  eft  tri- 
plée c. 

T H E O R E M E VI.; 

tit  Les  cylindres  femhlahles  font  entre  eux  en  rai- 

fon comtofée  de  leurs  dimenfions , ^ cette  raifon 
ejl  triplée.  Eucl.  XII.  Prop.  12. 

Car  ces  cylindres  étant  comme  des  prifmes 
•dont  les  bafes  font  d’un  nombre  infini  de  côtez, 
ils  feront  entre  eux  comme  ces  prifmes,  par  Iç 
précédent  Théorème. 

THEOREME  XVII. 

*îs  Les  .pyramides  femhlahles  font  en  r/iifon  compo- 
fée des  raifons  de  leurs  trois  dimenfions , ^ cette 
raifon  efl  triplée.  Eucl.  XII.  Prop.  8. 

Cela  eft  évident , car  elles  font  le  tiers  des 
prif.ncs  qui  font  fur  leurs  bafes , & qui  ont  mê- 
me hauteur  & ainfî  en  même  raifon. 

T H E O R E M E X VIII.  • • 

m Les  cônes  femhlables  font  entre  eux  en  raifon  ■ 

com* 

s fup.  n.  uo.  h h,  î.  ü.  71.  C E.  3,  «,  74, 
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^orn^ope  des  ratfons  de  leurs  dimenfions , ^ cetie 
ra'iJoK  ejl  triplée.  Eucl.  XII. 'Prop.  12. 

C’elt  une  fuite;  car  les  cônes  font  des  pyrami- 
des fur  des  bafes  d’un  nombre  infini  de  cotez. 

THEOREME  XIX. 

Les  cylindres  femblables  font  entre  eux  comme  fl  y 
les  cubes  des  diamètres  de  leurs  bafes. 

Ils  font  en  raifon  triplée  de  chacune  de  celles 
de  leurs  trois  dimenfions,  & par  conféquentdc 
la  raifon  des  diamètres  de  leurs  bafes.  Or  les  cu- 
bes de  leurs  diamètres  font  en  raifon  triplée  de 
celle  de  ces  mêmes  diamètres  ».  Donc  puifque  ' 
les  raifons  compofées  d’égales  raifons  font  éga- 
les, les  cylindres  femblables  font  entre  eux 
■comme  les  cubes  des  diamètres  de  leurs  bafes. 

Il  en  eft  de  même  des  cônes  femblables,  & cela 
fe  démontre  de  la  même  maniéré. 
Theoreme  XX. 

Les  parallélépipèdes  égaux  ont  leurs  bafes  Ifd leurs  m 

hauteurs  réciproques  fi  elles  font  réciproques, 
xes  deux  foltde s font  égaux.  Eucl.  XI.  Prop.  34. 

Soient  X à:  Z deux  parallélépipèdes  égaiLx 
^ la  hauteur  de  T,  & P celle  de  /17  la  valoir 

de  la  bafe  de  X,  & JV  la  valeur  de  la  bafedeV<. 
Selon  qu’on  le  fuppofe,  Donc 

A.B:\  N.  partant  ces  quatre  grandeurs  A,  ^ 

M,B,N  font  réciproques  <=.  Or  fi  ces  quatre 
grandeursfont  réciproques,,  c’ell-à-dire,  fi  A 
M,B,N  peuvent  être  rangez  de  forte  que 
A.  B'.:  iV.  il  faut  que  A x B x N^. 

Theoreme  XXI. 

Deux  cylindres  étant  égaux  ^ il  en  efl:  de  mê-  r>f 
Wme  des  pyramides  <Sc  cônes , leurs  hauteurs 
leurs  bafes  font,  réciproques  \ fi  elles  font  réci- 

P 2.  pro~ 
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340  Eîêmens  de  Géométrie, 
promues , ces  deux  cylindres  font  égaux.  Euel.  Xîl. 
Frop.  9.  & IJ.  , . \ ' 

La  démonftration  du  Théorème  précédent 
fert  à celui-ci  ; il  n'y  a qu’à  entendre  par  X & 
par  Z deux  cylindres. 

• THEOREME  XXII. 

« îi  Si  A,  13,  C , trois  lignes  droites  .,  font  pro^or'tio^' 
nelles,  le  folide  parallélépipède  A.MQ  fatt  de  ces 
trois  lignes^  cft  égal  au  parallelépipde  BBBfait 
de  la  moyenne  B , Pourvu  que  ces  Jolides  foiejtt» 
équiangles.  Eucl.  XI.  Prop.3^v 

Donc  AÇz=:BB  *.  Donc  multi- 
pliant & fîB  par  B produit  AC  B fera  en- 
core égal  au  produit  B BB  f . Or  /^CB  eft  le  pa- 
rallélépipède fait  des  trois  lignes  A,  B égaj 
ainfi  à BBB  fait  de  la  moyenne  B. 

THEOREME  XXI  IL 

A,  B , C , D,/o»/  quatre  lignes  proportionnelles. 

Les  folides  femblables  faits  fur  ces  lignes  font  en 
proportion  ; b’  dits  font  en  proportion , ces  quatre 
lignes  font  proportionnelles.  Eucl.  XI.  Prop.  37. 

•Cela  a été  prouvé  t*  , 

T H E O R E*M  E XXJV. 

0 ' Une  fphere  efl  égale  à un  cône , ou  pyramide  fo~ 

^ lyg  ne^  qui  a pour  axe  le  'rayon  de  cette  fphere  ^ 
y four  Café  un  cercle , dont  le  rayon  efi  Je  di*“ 
métré  de  cette  mêmç  fphere. 

10.  En  concevant  une  infinité  de  cônes  ou  de 
pyramides  polvgonés , dont  le  fommet  eft  dans 
{e  centre  d’une  fphere,  & les  bafes  dan  s la  fur- 
face  de  la  même  Iphere  ; il  eft  évident  qu’on 
peut  dire , que  la  folidité  de  cette  fphere  eft.ég^  ♦ 
le  à tous  ces  cônes  ou  pyramides  polygones, 

puifr 
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puifque  c’eft  dire  que  le  tout  efl:  égal  à toutes 
fes  parties  prifes  enfemble.  , . 

2®.  Tous  ces  cônes  font  égaux  à un  cône  qui 
a rnêrae  hauteur , à favoir  le  rayon  de  cette 
ftheré,  & pour  bafe  toute  la  furface  de  cette 
Iphère , qui  e(t  égale  aux  baies  de  ces  cônes  *. 

3°.  Or  la  furface  de  cette  fphere  ell: égale  àr 
celle  d’un  cercle,  qui  a pour  rayon  le  diamètre 
de  cette  fphere  f:  donc  la  folidité  eft  égale  à 
celle  d’un  cône  dont  la  bafe,  &c. 

Suppsfé-  la  raifon  du  diamètre  à la  ctrconfereh-  141 
ce  du  cercle  comme  7 à 22,  peut  dire  tfue  la 
folidité  de  la  fphere.  ejl  au  cube  dé  fo»  diamètre 
comme  11  à 21  : car  fait  m la  circonférence  du 
cercle , Ç5’  n /c  diamètre.  10.  mnn.  nnn  ; : m.  n 4.'  ' ' 
Or  m ejl  à ïi  comme  22  7,  66  ^ il.  Ainji 

la  fixieme  p.jtie  de  mnn,  qui  ejl  la  folidité  de 
la  fphere  , fu  'rvant  ce  qui  fe  conclud  facilement 
de  ce  qui  a été  précédemment  démoitire\  efi  à 
nnn  cube  de  fin  diamètre , comme  la  fixieme  par- 
tie de  66,  c' ejï- à-dire ii  eft  à 21  \ ce  quil  fal- 
bit  prouver. 

The  o r e m e XXV. 

La  raifon  de  X cqlindre  à la  fphere  Z qui  lui  u%’ 
ejl  inferite , ejl  fefquialtere.  - _ 

Soient  B C deux  cônes  qui  ayént  pour 
• axe  le  rayon  de  la  fphere  Z , & que  le  rayon 
de  la'  bafe  de  B foit  celui  de  là  fphere  Z , & lé 
rayon  de  la  bafe  de  C foit’ l’axe  ou  le  diamètre 
delfcmêmefpl-iere  A’,  alors  ces  deux  cônes  B 
& C feront  comme  leurs  bafes  Or  celle  de 
C ell  quadruple  de  celle  de  B : donc  le  côneC 
eft  quadruple  du  éône  B ; ainfi  5.  C : : i.  4.  le 
plus  petit  cône  B eft  la  fixieme  partie  du  cylin- 

P 3 dre 
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dre  Xy  qui  a pour  bafe  le  grand  cercle  de  la 
Iphere  Z,&  pour  axe  le  diamètre;  car  ce  cô- 
ne B efl  le  tiers  d’un  cylindre , qui  a même  ba- 
fe que  lui  & mênie  axe  * ; par  çonféquent  il 
cft  la  fîxieme  partie  d’un  cylindre  qui  a même 
bafe,  & un  axe  deux  fois  plus  grand;  ainfl 
^ X.  B 6,  i.  Le  cône  C eft  égal  à la  fphere 
Zf , on  a prouvé  que  B.  C:  : 1.4;  ainfi  B. 
Z:  : I.  4:  donc  puifquc  le  cylindre  X vautfix 
parties,  telles  que  la  fphere  Z en  vaut  quatre, 
X,2  : : 6,4  ; ce  qui  ell  une  raison fefquialtere. 

T H fi  O-R  E M E XXVI. 

»4l  Les  fphere  s font  entre  elles  comme  les  cubes  de 

letirs  diamètres , ou  en  raifin  iripL'e  de  celle  de 
leurs  diamètres.  Eucl.  XII.  Prop.  ig. 

Les  fpheres  font  en  raifon  compofée  des  rai- 
fons  de  leurs  trois  dimenfions  ; toutes  les  fphe- 
res font  femblables  ; ainfi  leurs  trois  dimenfions- 
ont  même  raifon:  Donc  la  raifon  qu’elles  com- 
pofent  cft  triplée  de  chacune  des  raifons  de 
leurs  dimenfions  ; par  exemple , de  cejk  de 
leurs  diamètres.  Or  les  cubes  de  ces  diamètres 
font  en  raifon  triplée  de  celle  de  ces  diarmetres  : 
donc  les  fpheres  font  entre  elles  comme  les  cu- 
. bes  de  leurs  diamètres.  . . 

SEC- 
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S È C T I O N y. 

*»  >.  «■> 

i)e  la  maniéré  d’infcrire  ou  circonfcrirc' 
à une  Sphère  les  cinq  Corps  réguliers.  - 

Avertissemeî*t. 

IL  faut  faire  avec  du  carton  les  cinq  corps  r/- 
jruliers , la  feule  vue  de  la  figure  fuivatrte  en 
apprend  le  moyen.  Après  avoir  tracé  ces  figures 
Çy  coupé  le  carton , on  le  plie  de  maniéré  que  les 
flans  qui  compofent  ces  corps  réguliers  fe  joignent 
enfemUe. 


T H E O R E M E I. 

. T’offte  feéiion  d*une  fphere  par  un  plan,  ejl 
■ cercle. 

X efl:  la  feétion  d’une  fphere  donc  A eft  le  cen- 
tre ; il  faut  prouver  que  cette  fcéliqn  eft  un  cer- 
. de:  pour  cela  concevons  i®.  que  du  centre 
A de  la  fphere  on  fait  tomber  fur  le  plan  de 
cette  fcâion , que  je  nomme  JT,  une  perpen- 

P di-' 
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diculaire 2®.  Que  Ton 
tire  du  même  centre  y^-dcs 
lignes  telles  que  AC , à tous 
,lcs  points  des  extrémitez  de 
X\  toutes  ces  lignes  qui  font 
rayons  de  là  rphere,font6- 
galos.  Elles  font  obliques  , ^ 
puifqu’on  ne  peut  mener  de 
y^plus  d’una  perpendiculai- 
re fur  X.'  Or  les  obliques 
égales  ont  leur  pie  également  éloigné  de  la  per- 
pendiculaii^e  *.  Donc  toutes  ces  lignes  menées 
des  extrémitez  deX  au  point  B font  égales , & 
par  Qonféquent  ces  extrémitez  font  dans  la  cir- 
conférence d’un  cerclé  ; ainfî  A''cft  unccrcle,. 
- fuivant  fa  définition  f- 

PROBLEME  I. 

i4<  Deux  cercles  inégaux  étant  concentriques^ 
infcrire  au  plus,  grand,  un  polygone  régulier  ayant 
un  nombre  pair  de  côitez , de  forte  que  ce  poly- 
gone ne  touche  point  le  plus  petite  Euclid..  XH. 
Prop.  1(5. 

PROBLEME  IL 

*47  Deux  fpheres  inégales  ayant  un  même  centre^ 
infcrire  en  la  plus  grande  un  polyèdre , duquel 
les  plans  ne  touchent  point  la  furface  de  la  petite 
fphere.  Eucl.  XII.  Prop.  17. 

Ces  deux  Problèmes  nemeparoiflentpoint 
' nécelfaires , ainfije  les  palfe. 

L E M,  M E ' P R E M I E R. 

141  aa  quarré  de  AC  efl  triple  de  hhquarré de.. 
CD  moyen  proportionnel  entre  AD  ^ BD  , je 
disfue  uB  efi  latroijieme  partie  du  diamètre  AB. 

" • ' Soit. 

^ « 
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' Soit D nommé  i®.  = & 

puifque  parla  fuppofition3  bb-=zaa\  donc 3^^ 

= bb  -\-  cc  : ôtant  de  part 
&;  d’autre  bb  ^ on  aura  C 

2.bb—cc. 

20.  -^ÂD.CD.BD ^ 
ovL-^c.  b.  BD  parl’hy- 
pothefe  : donc  cc  ou  2 bb. 

■bb::  AD.  DB*>.  Donc 
AD  fera  double  de  BD,  & conféquemment  DB 
cfl:  un-  tiers  de  AB  ; ce  qu’il  falloir  prouver. 

THEOREME  IL 
. Le  quatre  d'un  des  cotez  du  tetvzëdre  ou pyra-  ’ 

mide  équilatérale , eji  e'p^al  à,  Jix  fois  le  quatre  de 
la  troijieme  partie  du  dtdmetrf  delafphereoàilefi 
iufcrit. 

Le  tétraèdre  ou  pyra-  A 

mide  équilateral'e  , eft 
fait  de  quatre  triangles  ' 
égaux  & équilatéraux. 

Concevons  que  dans  la 
fphere  il  y a un  tetraê^ 
dr'e  infcritj'dont  AC  ou 
a eft  un  des  côcez,,  «5t  que 
CD  eli:  le  rayon  du  cer- 
cle dans-lequel  eft  infcrit 
un  des  triangles  équilatéraux  qui  compofent 

ce  folide  : AC  =z  %CD  , ou  ^ ~ 3 ^ ® ; par 
Gônfequent  DB  eft  la  troifîeme  partie  de  AB 
diamètre  de  la  Iphere  JT,  par  le  Lemme  précé- 
dent. Soit  donc  B /)  = c,  & par  cônfequent 
AB=:2^-  Puifque -h- 3 <7.  : donc  6cc 

XX  aa  ® ; ce  qu’il  falloir  démontrer.  . 

Co-- 

-ji  ,b  fL*  c 2^  ^ s*  "* 
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C O R.O  L L A I R E. 

Le  a narré  du  diamètre  de  la  fphere,ejl  en  rai- 
fa»  Jejifuialtere  avec  le  quarré  du»  des  cotez  du 
tctraëdre  quLlai  ejl  mfcrit.  Eucl.XUL  Prop.  13. 

On  vient  deprouverque  <i<»,  quarré  du  côté-- 
du  tétraèdre , eft  égal  à fix  fois  le  quarré  de  c 
CToifieme  partie  du  diamètre  de  la  fpherc.  Or  le 
quarré  de  3 «■  diamètre  de  la  fpherc  eft  9 fc  ; ainfi 
la  raifon  du  quarré  éacàtéàw  tétraèdre  à celui, 
du  diamètre  de  .la  fphere  fera  comme  6 et  à 9 fc,  . 
ouôà9,  qui  eft  une  raifon  fefquialtere. 

T H E O R E M E III.  . 

Le'  côté  du  tetraëdre  ejl  incommenfurable  en  - 
lui-même , ^ commenfurable  en  put^qnce , avec . 
le  diamètre  de  la  fphere  ok  il  ejl  injerit. 

Soit  comme  ci-deftus  rIC  , ou«  côté  du/"?- 
traèdre  AB  OU  2^  diamètre  de  la  fphere ^ . 
dont  D B parce  qui  a été 
démontré  dans  le  Théo- 
rème précédent,  eft  égal  ■ 
à É-.,  & A ü 'le;  ainli 
-^2^’ 2f  *:  donc9ff. 
aa:  : 3 f . 2 c f.  Or  ces 
nombres  3 & 2 ne  font 
pas  nombres  quarrez; 
donc  a fera  incomraen- 
furable  en  lui-même  a- 
vec  2^9  & commenfurable  en  puilîànce 
Nous  venons  de  voir  dans  le  Théorème  pré- 
cédent , que  i7  eft  au  quarré  du  diamètre  ac  la^- 
Iphefe  comme  6 k 9. 

PROBLEME  III.’ 
iis*  Ihfcrire  un  tetraëdre  dans  une  fphere  , ou- 
trouver-  un  cercle  arable  dune  des  faces  du  tt-' 
traëdre.  Eud.  XIII.  Prop.  13.  ‘ 

•-'  Il 
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îi  faut  couper  AB  diamètre  de  la  Iphere  en 
trois  parties  égales,  de  forte  que  DJ3  foit 
double  àc  AD,  & fur  Z) 
élever  la  perpendiculaire 
DC,  laquelle  fera  le  rayon 
d’un  cercle,  dans  lequel 
ayant  fait  un  triangle  é- 
quilateral  dont^C  efl  le 
côté,  vous  aurez  une  des 
fiàces  àüiefraédre,  comme  il  efl:  évident 
THEOREME  IV. 

Le  quarre  du  diurne  tre  de  la  fphere  e(i  triplé 
du  quarré  de  chaque  côté  du  cube,  ou  /'hexaë-  ' 
tire  qui  lui  efi  inferit.  Eucl.  XIII.  Prop.  ly. 

Le  cube  ou  \ hexaèdre  X eft  infcrit  dans  une  ’ 
fphere.  Soit  la  diagonale  ABzzm,(\\xi  eft  le 
diamètre  de  la  fphere,  la 
diagonale  d’une  des  faces 
du  cube  foit  BD.  Je  nom- 
me 0 tous  les  côtez  de  ce 
cube,  qui  font  tous  égaux. 

AB  = PD  -+  AD  , ou 
ninit:znn-{-  oo\.  De  mê- 
me BU  =:  BC  H-  CD  , cm 
mt"=t<ioo.  Subftituant donc 


en  place  de»» fa  valeur  200^,  on  aura  mm 
sr 3 « 0,  qui  eft  ce  qu’il  falloit  démoûtrer. 

ProbleméIV. 

Le  diamètre  de  la  fphere  étant  dmüi,  triuveFip^  * 
lé  côté  du  cube  ou  de  /’héxaëdre  qui  peut  y être 
inferit,  ou  trouver  un  cercle  capable  (Puhe  dei 
faces  du  cube.  Eücl  XIII,  Prot).-  lyf  • 

Soit  AB  lé  diamètre  delà  Iphere  oh  il  faut  ' 
inferire  un  cube,  je  le  divifc'ea  trois  parties , dé 

UY  '-  * ^ 
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ibrtc  que  BD  efl  double  de  /^Z):  furD  j’éleve- 
la  perpendiculaire  CD , & de  C je  mène  une  li-‘ 
gne  Ï.A , qui  fera  le  côté 
du  cübe  que  je  cherche. 

Car  foit  È-A  — <^c^CA 
z=.d\  donc  d.  c*. 

Donc  3cf  = Le 
quarréuey#/î oudc3i-e(l„  , il  A 

9cc\  donc  le  quarré  de*^  XI  A 

AB  efl  triple  de  celui  de</,  qui  ne  vaut  que3<r. 
Partant  AC  eft  le  -côté. du  cube  qu’on  cher- 
choitj  par  le  Théorème  précédent. 

Enfuite  fi  on  veut  avoir  le  cercle  capable  • 
d’une  face  du  cube , il  faut  faire  un  quarré  dont  ' 
/fCfoitundescôteZjôUui  circonferire un  cer- 
cle qui. fera  celui  qu’on  demande.  . - 
The  0'R-,e  m e Y. 

Le  enté  du  cube  tfl  -incummenÇurable  en  tuv^ 
ntêine  J ^ commenfurable  en  pui^ance,  avec  le 
diamètre  de  la  fphere,  ( Même  figure.  3 
AC  ou  dy  côté  du  cube,  eft  moyen propor-  ^ 
' tîonnel  entre  tout  le  diamètre  AB  ou  3 <r , & là 
troifieme  parties;  ainfi  puifque -H- 3«-.  d.  c’y  , 
donc 3 cil  3^  I.  Cesdeuxnombres3 & I ne 
font  pas  deux,  nombres  quarrez , partant‘/lC  eft 
incommenfur^le’  avec /f S en  lui-même; mais.  • 
commcnfurable  en  puiflance,  puifque  fonquar-.  - 
ré  eft  le  tiers  aB 

T H E 0_R  E M VI.  V 
ist  ••  Le  quarré  de  chaque  côté  d^un  oélaëdre  ejh  la  ' 
moitié  de  celui  du  ^ diamètre  de  la  fphere-  oit  il  ejb  . 

Euelid.  .XIII. . Prop.  14. 

Un  oSiaëdre  eft  compofé  de  huit  triangles  é- 
quilateraux  tous  égaux,  dont  les  côtez  font  cor-  - 
des  du  quart  dû  cercle  oudenonante  <^rezv 

*^«4.y.2S.  •\  L.ixfui'ji  ^ Zi.^n.Uié.^2  ^ 


Digilized  by  Googic 


Livre.V.  SeStiôn  F.  - 

Or  il  eft  évident  aue  le  guarré  de  la  corde  de  ' 

nonan te  degrez  eft  la  moitié  de  celui  du  diame-  ' 

tre  : car  deux  cordes  de  nonante  degrez  font  un 
angle  droit , dont  la  bafe  eft  le  ^metre du  cer-  \ 

cle  ; ainli  le  quarré  de  ces  deux  œrdes  eft  égal  àv  V 

celui  du  diamètre, qui  eft  par  conféquent  le  dou-  ; 

ble  de  celui  de  chacune  de  ces  deux  cordes»  ■ 

T.  H E 0 *R  E’M  E-  VIL 

Le  meme  cercle  comprend  le  quarri qui  efi  une  1 

des  faces  du  cube  ^ le  triante  qui  efi  une  des 
/'oftaëdre , f»»  r autre  inferit  dans  ^ 

la  même  fphere.  Eucl.  XIV.  Prop.  8.-  ' 


* SoitBC0Eunquarréfaced’uncube,inrcri£ 
dans  un  cercle.  FGH  eft  un  triante  face  d’un 
odlaëdr^  infcrit  dans  un  cercle.  Il  faut  démon- 
trer que  fi  ces  deux  folides  font  inferits  dans  une 
même  fphere , ces  deux  cercles  font  égaux. 

Soit  a le  diamètre  dé  la  fphere,^  le  côté  du 
quarré  qui  eft  une  des  faces  du  cube  y & «•  le  côté  ■ ' 
du  triangle  qui  eft  une. des  faces  ùt  VoSlaidre, 
Soit  nommé  y le  rayon  du  cercle  capable  du 
quarrédu  cube,  & celui  du  cercle  qui  eft  ca- 
pable du  triangle  de  Voilaêdre-,  l\  faut  prouver 
que^  = x. 

. 1®.  Si  on  conçoit le  quarré  du  cube  infcrit  ' 

dans  un  cercle  dont  y-  eft  le  rayon , il  eft  évident 
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. que2y^=^è*.  Et  puifque  •^bbnàiaéi^i  donc 
M:=:6yy.  2®.  3 ata"  = *=.  Or2ccszaa^:  donc 
6 x^zsioai  Ainfi  puifque(3j?)'=;  <w  =3  6 xx^  donc 
6yyz=:6  xx\  d||ic^=34f  : ce  qu’il  failoit  prouver. 

• T H E O R Ë M K VIII. 

»3»"  Le  cô^é  d^m  Oclaëdrê^  ifu»mmexfurahfe  eu" 
Ini^mê/ne  ^ ïyd  commeftfurable  en  puiffmee  avec 
le  diamètre  de  la  fphere  oà’il  efi  infcrit. 

Le  quarré  de  chaque  côté  de  YoBaêdre  efi:  à 
celui  du  diamètre  de  la  Iphere , comme  i à 2 «. 
Or  I & 2 ne  font  pas  des  nombres  quarrez 
donc  ce  côté  efi:  incommenfurablc  en  lui  mê* 
me,  avec  le  diamètre  de  lalphere  & com- 
menfurable  en  puiflancc’,  puifque  fon  quarré 
efi -moitié  de  celui  de  la  fphere. 

PROBLEME  Y. 

nr  Trouver  le  coté  d'un  oftaëdre  , ^ un  cercle  - 
capable  d'une  des  faces  de  cefolide.  * 

Trouvez  par  le  Problème  quatrième  un  cer-  • 
clc  capable  d’un  des  côtez  du  cube.  Par  le 
Théorème  fepticme , ce  cercle  efi  capable  ^ 

- *d’une  des  faces  àQ'Voétaëdre.  Une  s’agitdonc 
que  de  faire  un  triangle  équilatéral  dans  ce 
cercle.  Le  côté  de  ce  triangle  fera  celui  qu’on- 
cherche.  ' ^ 

T H E 0 R E M E IX» 

i«o  Âyant  mené  des  diagonales  ou  cordes  fur  les 
douze  pentagones  qui  font  le  dodecaëdre , celles 
de  ees  diagonales  qui  fe  joindront  formeront  Jix 

' quarrez  qui  font  tes  Jix  faces  dun  hexaëdre  ou  ■ 
cube  infcrit  dans  la  meme  fphere  que  /r  dode- 
caëdre. 

Soient- 

à IfV4.«.7*.  h fittr^n-ssii,  c L\'4.K.i4it 

9fnp,1hli€, 
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Soient  iCA'ZT'quatre  pentagones  faces  d’un 
dodetaëdre  { ayez  à la  main  em  lifant  ceci  un  ' 
dodecaëdre)  : concevez  fur  chacune  de  ces  fa- 
ces des  diagonales , une  de  y#  à B , de  B à C , de 
G à D , & de  £)  à , ainfi  fur  toutes  les  autres 
faces  ; il  faut  prouver  i°.  que  ces  quatre  dia- 
gonales font  un  quarré , favoir  ABCD.  a».  Que  - 
les  autres  diagonales  avec  celles-ci,  forment 
lix  quarrez  égaux  à ABCD,  lefqpels  font  un 
cube  infcrit  dans  la  même  Iphere  que  le  dodê^ 
caèdre;  ainfi  chaque  côté  de  ce  cube  eft  égaL 
à.  chaque  diagonale  des-pentagoncs. 


1°.  Toutes  ces  diago- 

nales  font  égales,  foute-  Z?  l' 

nant  des  angles  égaux.  i 

2°.  Concevons  que  des 
quatre  points  A,B,C,D 
qui  fdnt  fur  la  fphere  oii  1 \ T\/  • \ , 

lé  dodecaëdre  eft  infcrit , \ K : / 

on  ait  mené  des  lignes  — jy 

au  centre  de  la  fphere , . , . j • 

cela  fera  une  pyramide  quadrilatérale,  dont 
lé  plan  qui  couperoit  la  fphere  &pafferoit  par  ' 
ces  quatre  points  feroit  la  bafe. 

30.  Cette  feftion  de  la  fphere  par*  le  plan  * 
ABCD  fera  un  cercle  *.  Or  on  ne.  peut  inf- 
crire  aucune  figure  de  quatre  côtez  égaux 
dans  un  cercle,  que  lé  feul  qupré;  car  ces' 
quatre  angles  valent  quatre  droits  f : & puif- 
qu’ils  font  appuyez  fur  des  arcs  égaux,  ils 
font  égaux.  Donc  la  figure  .?#BCZ>,  qui  a fes  ^ 
côtez  égaux,  & qui  eft  infcrite  dans  un  cer-  - 
cle,  eft  un  quarré. 

40.  Tout  pentagone  fe  peut  réduire  en  trois  3 
V. triangles;  partant  la  furfacc  d’un  dodecaëdre, 

com-  - 

- * t Ziv'ii  XJ»- • 
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Gompofée  de  douze  pentagoues,  fe  réduit  en  ' 
trente-fix  triangles.  Or  chaque  quarré  égal  à 
ABCD  en  foutient  fîx , -comme  il  le  voit  dans  la 
’ figure  ; donc  ces  trente-fîx  triangles  ne  peuvent 
être  foutenus  que  par  fix  quarrez  égaux,  qui 
forment  un  cube  inferit  dans  la  même  Iphere  ; 
& partant  il  eft  vrai  de  dire  que  la  diagonale 
d’un  pentagone*,  qui  eft  une  des  faces  du  do- 
décaèdre inlcrit  dans  une  fphere,  eft  égale  au 
côté  du  cube  inferit  dans  la  même  fphere.-  - 

ProblemeVI. 

î#i  Trouver  le  côté  d'u»  dodecaëdre,  Çff  un  cer- 
cle capable  d*une  des  faces  de  ■ ce  folide,  £iucl. 
XIII.  Prop.  17. 

Il  faut  premièrement  trouver  le  côté  d’un 
cube  inferit  dans  la  fphere  propofée  •.  Ce  cô- 
té eft  égal  à la  diagonale  de  chaque  pentago- 
ne face  du  dodécaèdre  If  faut  couper  ce  côté 

en  moyenne  & extrême  raifon  :1a  plus  CTândc 
partie'fera  le  côté  dii  dodécaèdre  propole 
' * Pour  avoir  le  cercle  capable  d’une  des  faces 

du  dodécaèdre , il  faut  faire  le  pentagone  dont 
on  vient  de  conrioitre  un  des  côtez  à,  enfuis 
te  lui  circonferire  un  cercle , qui  fera  ce  qu’on 
' cherche. 

T H E O R E M E X.  • 

itz-  Le  côté  du  dodecaëdre  eji  incommenfurahît  ' 
avec  le  diamètre  de  la  fphere  , tant  en  lui-même  - 
qu'en  fécondé  puiffance.  Euch  XIII.  Prùp.  17. 

Soit  le  diamètre  de  la  fphere  celui  du  côté 
du  cube  inferit  dans  la  fphere  c-^d  coupé  en  " 
moyenne  & extrême  raifon  , dont  c la  plus  • 
■grande  partie  eft  le  côté  du  dodécaèdre  e. 

^ s®,- 

afup.n.is^>.  b/up.n.iCo.  c 

e L,4,r^  iS3»  ^ 
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2®.  c eft  incommenfurable,  tant  en  elle-mê- 
me qu’en  puiffance,  avec  c-^  d 
' 3°.  commenfurable  en  deuxieme  - 

puilTance  avec  b c’eft-à-dire,  que  cd 

-f  dd  eft  commenlurable  avec Il  faut  donc 
que  cc  foit  incommenfurable  avec  car  s’il 
ctoit  commenfurablc  avec  bb , il  le  feroit  avec 
le  quarré  de  c-4-  d^ ^ avec  lequel  bb  eft  com- 
menfurable,  puifque  bb  eft  le  triple  de  ce  quar-  < 
ré  ^ , par  conféquent  c c incommenfurable  en 
puiflànce  avec  bb , eft  aufli  incommenfurable  en 
lui- même  avec  b 

L E M M E 1 1. 

MN  ejl  le  diamètre  d^un  cercle  ^ dam  lequel  i«î 
les  deu»  cordes  AB  ^ GE  Coupent  à 
angles  droits , font  parallèles  entre  elles , Çÿ  la 
dijlance  de  F- G é^ale  à la  moitié  de  chacune  ; je 
* dts  que  MF  fera  le  côté  d'un  décagone  infer  if  dans 
un  cercle , dont  F A fera  le  rayon.  , 

Suppofant  ^i^ou  GN:=zx  6c  AF—  z —+■  xi- 
fi  MF  ou  X eft  le  côté  d’un  décagone,  dont  • 
AF  ou  F-  eft  le  rayon  ; il  faut  qu’ayant 
coupé  AF  en  moyenne  & extrême  -raifon , x' 
en  &it  la  médiane  & que  par  conféquent  • 

Z -F  X.  X ZI  ainfî  fi  nous  démontrons  ce- 
la, favoir  que  ^ — h j^x.  z,  nous  avons 

fait  ce  qui  eft  propofé. 

Puifque  AF=z  z^x;  donc  AB=zq.z—\-2x, 

6c  BC c=iz—>rx.  Le  quarréde//iî  ,quieft4«-?;' 

■ — h 8 — H 4 JfA- , avec  celui  de  Bu  qui  eftt.^ 

-\-'2.zz-\-  XX  font  égaux  à celui  àc  AC  o\i 
MN  &.  Or  par  l’hypothefe  MN-:=2x-\-  zy 
car  MF6i  G N font  chacun  égaux  à#f,  ^FG=:z 
—hx  : le  quarré,  dis-je,  de  3 x—{-z  gü.ç^xx—F6xz 

— b 

aZ<  4.«.i4o.  ^fup.H.XiS.  cZr.4.  K.ii}.  éfuf.u.lSU 

i L\.n.isu  £.4.4->-7**- 
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-h««:  mettant  donc  - 
les  dcHx  quarrez  de  AB  A 

& de  BC  en  une  fom- 
mcgxx-^6xz=^zt 
= 5«2— f-  lozx—^^xx; 
ôtant  de  part  & d’autre^ 

^ xx-i-6xz—^zz  , il 
réitéra  i\.xx  = 4 zz 
•-+  4 zx;  divifant  .l’un 
& l’autre  par  4,  il  vien-  ' ^ 

dra  XX  = — h zx^ 

donc  remettant  cette  égalité  en  proportion» 
on  aura  -H- «'-4  x.  puifqu«4e produit  des 

extrêmes  *-4-  x & *,  qui  eu  ;?;«  H-  « x,  efl: 
égal  à XX  quarré  de  la  grandeur  moyenne  x j 
c’eû  ce  qu’il  falloit  démontrer.  . . 

L E xr  M eH  I. 

i«*  Là  U^tte  AM  efl  U côté  d^un  pexia/^oMe  ix- 
firit  dans  m cereh^dont  KV  eji  le  rayon,  (Mê- 
me figure.)  ♦ 

_ MF  efi:  le  côté  du  décagone  dans  un  cercle 
dont  /f/^efl:  le  rayon  *>,  le  quarré  de  AF  avec 
celui  de  MFÇqta  égaux  à celui  de  vfifcf;  donc 
AM  eft  le  côté  du.  pentagone 

Le!  u e I V. 

rti  Le  quarré  de  AF.,  ou  de  B F,  ou.  de  GE, 
eu  de  GC  Ttgnes  égales , efl  la  cinquième  partie  de 
celui  du  diamètre  AC  ox  MN.  ( Même  fig.  ) 

Soit  AFz=lf;  donc  = BC'=xb , le 
quarré  de  AB  eft4^.,&celui  deBCeft^^.  Or 
ces  deux  qujrrez  qui  font  5 bb,  font  égaux  à 
celui  de  AC  ou  de  M'N  ^4  ainfi  il  vaut  cinq 
fois  celui  de  A F. 

Lem- 

«X.  3,«.  ;t.  cZ.H'iXltfft  âZ>.4<»'7S« 
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L E M M E V.  , 

Trouver  une  ligne  dont  le  auarré  fait  la  eif^ 
fuieme  partie  de  celui  de  MN , diamètre  de  X 
cercle  donné. 


la  cinquième  *5^ 

partie  de  iWiV,  le  quar- 
ré  de  TlfAT-peut-  cinq 
fois  celui  de  MB*;  //  \ 

ainfî  MB  fera  la  ligne  jl  \ 

que  l’on  cherchoic, , •, 
c’eft-à-dire , égale  à /VFi,  "7Z  r~«  * »t 

de  la  %ure  précéden- 
te, puiîque  le  quarré  de  AF  eft  . la  cinquième 
partie  de  ^iV  f. 

PROBLEME  VII. 


MN  diamètre  d'une  fpb'ere  étant  donné.,  faire  i9j' 
un  icofaëdrc.  Eucl.  XIlL-  Prop.  i6. 

1°.  Ayant  trouvé  la  v^euT  de  AF,  (Fbyez  la 
figure  duLemme  i>.fag.  précéd.)  & l’ayant  Cou- 
pé par  la  moitié:  du  centre  je  fais  Z>F&  DG 
égales  à cette  moitié,  de  forte  que  FGczAF;. 
après  je  mene  AB  & CE,  qui  coupent  AfAT  à 
angles  droits. 

20.  Prenant  AB  &.  CE  pour  diamètres,  je 
fais  deux  cercles  que  je  nomme  Z &.  X,  qui 
font  parallèles,  {Voyez  la  figure  fuivante,)  étant 
fur  des’ plans  qu’on  fuppole  parallèles. 

30.  J’mfcris  dans  chacun  de  ces  deux  cer- 
cles un  pentagone, & de  chaque  angle  je- me- 
né des  lignes  droites  à Af  de  à AT  extrémités 
du  diamètre  de  la  fphere  ; ce  qui  fait  cinq 
triangles , dont  les  côtez  font  égaux  chacun 
au  côté  du  pentagone  inferit  dans  ces  deux 
cercles,  par  lé  Lemme  troifieme;  ainü  tous 

Je» 

♦ L.4.  ».  ^3.  ^ /uf.tUlCS. 
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Tes  côtez  de  ces  7 ' 

triangles  étant  tous 
égaux  aux  côtez 
des  pentagones , 
forihent  deux  an-  \ 
gles  folides  fur  les 
cercles  Z & A' cha- 
cun de  cinq  trian- 
gles équilatéraux,  C 
dont  le  fommet  eft 
aux  extréraitez  M 
& N du 'diamètre  O'v^lC 

de  la  fphere , & ^ ^ 

voilà  déjà  dix  faces  trouvées  de  Vicofaêdre. 


. Oit  n'a  pas  jugé  à prop0s  de  marquer  l' angle 
folide  ni  [es  côtez  dont  le  fommet  eji  N , de  peur 
de  rendre  la  figure  confufe',il  y fuut  fuppléer  par' 
la  penfi/e. 

40.  J’infcris  encore  dans  ces  mêmes  cercles 
Z & A'  un  décagone , dfcnt  je  joins  les  angles  qui 
fa  répondent  dans  X Z par  les  lignes  RÈ,- 
PK , IHf  ÜG^FL , ,&c.  qui  par  l’iiypothefe 
feront  toutes  égales  aux  rayons  de  Z & déX 
50.  Je  mene  les  diagonales  B K ^ K l , I G , 
GF,  &C;  Les  quarrezZ^P,, côté  du  décagone, 
avec  celui  de  i'K  , qm  eft  égal  ai!  rayon  de  Z 
& de  X,  font  égaux  à celui  de  8K*:  donc  P /C 
eft  le  côté  du  pentagone  infcrit  dans  A' dedans 
Zf.  La  même  choie  fè  démontre  de  Kl,  de 
IG , de  GF,  &c.  les  triangles  B Kl,  KIG,  IGF, 
&c.'ont  pour  bafe  les  côtez  dudit  pentagone^ 

. ils  font  donc  équilatéraux  entre  eux,  & aux  dix 
qui  compofent  les  deux  angles  folides,  dont 
nous  avons  parlé  ci- deftus:  par  conféquent  il  y 
a entre  Z & A^  dix  de  ces  triangles,  dont  cinq  - 

otit- 

* 71.-  t ^ 4**«  1S4. 
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ont  leurs  bafes  fur  2 , & les  cinq  autres  fur. 

, lefquels  ayec  les  dix  déjà  trouvez  font  * 
les  vingt  triangles  égaux  & équilatéraux  qui 
doivent  compofer  Ijccfaêdre;  ce  qu’il  falloit 
faire. 

Corollaire  L 

Le  quarré  du  dUmetre  de  la  fphere  efl  quintu- 
pie  du  quarré  du  rayon  du  cercle  X Z , qui 
.ejl  la  bafe  d'un  angle  Çolide  fait  de  cinq  équila- 
téraux. 

Cela  a été  démontré  dans..ceTheorême.,& 
ailleurs  *. 

C O R O X L A I R E IL 

Le  diametre^ff^  efl  comitofé  du  côté  de  P h ex  a-  ti9 
gone , ou  du  rayon  des  cercles  Zijf  ^3^  de  deux 
cotez  du  décagone  infcrit  dans  ces  cercles. 

Cela  a été  démontré  dans  ce  Théorème,  & 
ci-devant  f. 

CpROL,LAIRElII.  ^ 

Les  cotez  des  triangles  de  /’icofaëdre  17© 
dgaux  aux  citez  de/  pentagones  infcrits  dans 
Z X. 

THEOREME  XL  - 

Les  cotez  de  /’içofaëdre  font  incomnienfura-  171 
blés  J tant  en  eux-mêmes  qu'en  puijj'ance  ,,at}ec  le 
diamètre  de  la  fphere  où  /’icofaëdre  efl  infcrit. 

Euclid.  XIII.  Prop.  i(5. 

quarré  du  rayon  des  cercles  qu’on  décrit 
pour  faire  Vicofaëdre,  e(l  la  cinquième  partie 
_de  celui  du  diamètre  de  la  fphere.  |.  Soit  ce 
"guarré  bb,  partant  celui 'du  <liametre  de  là  , 
Iphere  eft  y bb.  Ces  deux  quarrez  font  donc 

com- 

f/uf,  a,  Kf.  t »•  t *•  **»• 
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Æommeafurables , étant  comme  i à5.  Soitjir 
. côté  des  triangles  qui  fout  Vùofaêdre , lequel 
X eïl:  un  des  côtez  d’un  pentagone  infcrit  dans 
un  cercle  dont  ù eft  le  rayon  partant  éc 
XX  quarrcz  du  côté  du  pentagone  dont  i>  eft 
le  rayon , font  incommenfurables , ûufiî  bien 
que  leurs  racines  x & ^ f.  Et  puifque  le  quar- 
ré  hi  du  rayon  eft  commeniuraole  avec  le 
quarté  du  diamètre  de  lalphere,  ibfailt  que 
jex  foit  incommenfurable  avec  le  quarré  de 
ce  diamètre  ; car  s’il  étoitcommenfurableavec 
lui , il  le  feroit  ^ avec  celui  de  ^ ; & fi  xx  & ^ 
le  quarré  du  diamètre  font  incommenfurables, 

X de  le  diamètre  le  font  auflî,  puifque  les  rai- 
fons  des  quarrez  font  doublées  de  celles  de 
leurs  racines , & qu’ainfi  fi  les  doublées  font 
fourdes , il  faut  que  les  compofantes  le  Ibienl 
auflî  : car  le  produit  de  deux  nombres  eft  un 
nombre. 

T H E O R E M E XIL 

Le  même  cerf  le  comprend  le  pentagone  qui  ejï 
une  des  faces  du  dodecaëdre , Çÿ /f  triangle  e'qui~ 
latéral  qui  ejl  une  des  faces  de  riCOÜiidTC.  Eucl. 
XIV.  Prop.  3. 

X & Z foient  deux  cercles , dans  lefqucis 
fuppoféquele  pentagone  de  X eft  une  des  fa- 
ces d'au  dodécaèdre , & le  triangle  équilatéral 
de  Z une  des  faces  de  l’icofaèdre , ces  deux 
corps  inftrits  dans  une  même  Iphere  dont  le 
diamètre  eft  a.  Il  faut  prouver  que  /»,  rayon 
de  X,  eft  égal  à » rayon  de  Z.  # 

Je  fais  le  pentagone  T dont  chaque  côté 
eft  égal  au- côté  de  l’équilateral,  face  de-l’/Vo- 
faëdre.  Ce  pentagone  ell  ainfi  la  balè  de  cinq 
des  triangles  deVicofaëdre  Je  coupe  Z>/^, 

rayon 
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r&yon  de  T,  au  point  G ^ 

.«n  moyenne  & extrême  3 
raifon.  DGlz  plus  gran- 
de partie  eft  le  côté  du 
décagone  ».  Soit  pareil- 
lement' coupé  BC  én 
moyenne  & extrême  rai- 
►fon  au  point  K-,  la  plus 
grande  partie  B K fera 
égale  au  côté  dé  ce  pentagone  ^ 


DF::  B K.  DG^\  ainfi  SC*.  DF::  BK. 

DG  à,  & 5Üt  : : Or 

SC  eft  égal  au  côté  de  X hexaèdre  f,  dont  trois 
quarrezfonté^auX  à quarré  du  diamètre  de 

la  Iphere  dans  laquelle  il  eft  infcrit  8.  Et  y DF 

-cft  auflî  égal  k aa^^:  don^SC  = yDf.  Ainfi 
dans  la  proportion  ci-defius , y ayant  égalité 

entre  3 SC  & ^DF , il  y aura  aufti  égalité 

«ntre  ^BK  & yûG  : donc  puifque  FE  = DF 

-1-  DG  donc  ^FE  =:  y DF  H-  5DG  : donc 

auflî  yFE  en  ^BC  — h 3SA  : car  on  vient  de 

iaire  voir  3BC  = yOF , & 3S A = yDG  . 

Mais  3BC  —h  3BA.  =:  *=5  & yFE 

15  : car  FF  eft  fuppole  égal  au  côté  du 

triangle  équilatéral  dont  » eft  le  rayon,  & par 

CO»* 

# 

aL.4.«.XSi>  bZ/4.».ir}.  cZ,.4,.M.«7.  dZ...}.s.t4< 
ç£,.3.«.54-  SAp-n.i6o,  g/up.n.isi.  Wfup^u,l«U 
X L.  k L-4.  »•  lis*  1 I4$« 
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conféquent  puifque  I5»»»*=3BC  3BA: 

=:  15»».  Donc  15m»?  =15  »«,  ou 
mm'z^nn^  & conréquemmcnc  ««=#»;  ce  qu’il 
falloit  prouver: 

PROBLEME  VIII. 

*71  >Le  diemetre  dune  fphere  étant  donné ^trouner, 
les  citez  des  cinq  corps  réguliers  qui  y font  inferits... 
Eucl.  XIII.  Prop.  18. 

Il  faut  faire  ce  qui  a été  enfeigné  pour  trou- 
ver le  rapport  de  chaque  côté  des  corps  régu- 
liers avec  le  diamètre  de  la  Ipherc  oh  ils  font 
inferits. 

T HEOREME  XI  II. 


174^  La  furface  du  dodecaëdrê  efl  égale  à trente 
fois  le  reélangle  fait  dun  des  cotez  du  pentagone 
une  de  fes  faces,  ^ de  F apothème  de  ce  pentagone;  _ 
Çÿ  celle  de  /’icofaëdre  à trente  fois  le  rcéiangle 
fait  dun  des  cotez  àe  P équilatéral  une  de  fes 
faces,  Çÿ  de  F apothème  de  ce  triangle.  Eucl. 
XIV.  Prop.  4- 

Ayant  mené  des  lignes  du  centre  du  penta- 
gone & de  l’équilateral  à leurs  angles , X fera 
partagé  en  cinq  triangles,  & Z en  trois  ^ainli 
les  douze  faces  du  dodécaèdre  en  foixante  trian- 
• gles , comme 
les  vingt  faces 
à^Vicofaêdrecn 
foixante.  Or 
chacun  de  ces 
triangles, com- 
me Jf  fî  C , eft  égal  au  reétangle  àe  JiD  apo- 
thème, & de  BD  moitié  de  J3C7,  comme auflî 
•G  £ //  au  reftangle  Üe  £ Epar  G E moitié  de 
CH^\  Donc,  Ecc, 

' Co- 
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Corollaire. 

La  furface  du  dodecaëdre  ejî  donc  à celle  de 
/*icofaëdre,  comme  ADxBD  efi  à EF  xFG. 

L E M M E V I. 

L* Apothème  du  pentagone  eji  égal  à la  moitié  X7* 
dé  une  ligne  égale  au  côté  de  l'hexagone  ^ du 
décagone  infer it  dans  le  même  cercle.  Enclid. 
XIV.  Prop.  I. 

BC  efl  le  côté  d’un  pen- 
tagone, par  conféquenc 
Fc  côté  de  la  moitié  de 
l’arc  BFC , efl:  le  côté  du 
décagone,  rayon  du 
cercle  côté  de  l’hexagone. 

AE  eft  l’apothême  du  pen- 
tagone. 11  faut  prouver 
que  AE  efl:  égal  à la  moitié 
de  ÂC  CK  I^e  fais  GE  égale  à £F;  & par- 
tant GCz=:  FC 

1°.  Fc  étant  la  dixième  partie  du  cercle  de 
l’angle  FAC , efl:  de  trente-fix ; & puifque 
l’arc  C D vaut  quatre  fois  trente-fix  degrez  * 
donc  l’angle  CFD  eft  de  foixante-douze  dou- 
ble de  trente-fix  f.  Puifque  6'C=  CFi  dont 
tCG  eft:  ifofcele,  donc  l’angle  fera  auflî 
de  foixante-douze  degrez:  donc  CG  A eft  de 
cent  huit  ±.  Ajoutez  G AC  de  trente-fix,  ce- 
la fera  cent  quarante-quatre  que  j’ôte  de  cent 
quatre-vingts  ,refte  trente-fix  valeur  de  ACG , 
qui  eft  ainfi  égal  k G AC;  par  conféquent 
A G =zGC=zFC:  donc  AG  = FC.  A\nû  AG 
G E-=z  FC  —h  FE , ou.  A E=:  FC  h-  F E : 
Donc  AE^-fFF — |-  FC  eft  le  double  de  AE: 
donc  A E eft  la  moitié  de  £ -f-  ? ou 

. * Q 
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F rayon)  H-  FC;  & par  conféquent  moi- 
tié du  côté  de  l’hexagone,  & de  FC  côté  du 
décagone. 

LemmeVII. 

177  ABC  ^ équilaté- 
ral , AE  une  perpendicu- 
laire qui  coupe  B C ; je  dis 
que  DE  ÈF. 

' B F eftcôté  de  l’hexago- 
ne , ainfi  égal  au  rayon  BDi 
donc  Z>£=;£F  ». 

^ Theoreme  XIV. 

17*  La  furface  du  dodecaëdrp  ejl  à celle  de  /’ico- 
comme  le  côté  du  cube  efl  au  cStédel^ico- 
fàëdre  J infcrits  enunemêmefphere.  Eucl.  XIV. 
Prop.'y.. 

AD  efl:  le  côté  du  triangle  face  d^Vico/aédre 
&.  B D efl:  le  côté  du  triangle  face  du  dode'- 
caêdre  qu’un  même  cercle  peut  comprendre  ^ 
£F coupe  parla  moitié  comme  EC 

coupe  par  la  moitié  B & par  conféquent 
l’arc  BCD  : donc  CD 
efl:  la  corde  du  décago- 
ne. H efl  le  côté  d’un  ' 
cube  infcriptible  en  la 
même  fphere. 

1°.  £C  -+  CD. 

EC.  CD  i.  Or  £C  efl 
la  moitié  de  EC-fCD  , 

& EF  la  moitié  de  EC  f , 
comme  auffi  EG  — £F moitié  de  CD:  car 
2 £G  =:  £C—f- CD  g,  &.  2 EFz=EC^:  donc 

2EG 

aZr.i.R.Si.  \>fup.n.\Tl.  cL.i.n.^t.  dZ>.4<«.i54. 
9/»p.n,ij6.  iSo’p.n.xTi.  g 176. 
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2 EG  = 2 EF-\-  CD.  Otant  de  part  & d’au- 
tre 2 E t\  vient  lEG—  i Et  — CD',  donc 
EG  — £i<’eft  moitié  de  C D.  On  a vu  que 
-fr£C— H CD.  EC.  CD',  donc  leurs  moitiez 
font  en  mêmeraifon  ; ainfi  -H-  E G.  EF.  EG 
— EF.  Maïs  la  ligne  H étant  le  côté  du  cube, 
ü on  la  coupe  en  moyenne  & extrême  raifon , 
bd  fera  fon  plus  grand  fegment  ».  Ainfi  -M-  JL 
BD.  B D.  Donc  ti.  B D::  EG.  EFK 
Donc  HxEF=BDx  E G.  Or  U.  /ID::  H 
xEF.ADxE A'.  Donc H.AD'.'  B DxEG. 

AD  xEF'^  c’eft-à-dire,  comme-// côté  du  cu- 
be  efl:  à yfZ)  côté  de  Vicjfaëdre,  de  même 
BD  X EG  efi:  à AD  x EF',  mais  ces  deux  pro- 
duits font  entre  eux  en  même  proportion  que 
les  furfaces  du  dodecaëdre__  de  de  Vicofaëdre  : 
donc  &c.  Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Theoreme  XV. 

A B rayon  étant  coupé  en  C en  moyenne  ^ ijp 
extrême  raifon , ^ AÇ  le  plus  grand  fegment , 
le  quarré  de  B G coté  du  cube , fera  a celui  de 

2 7, 

BK  côté  de  /’icofaëdre , comme  A13  —b  AC  efi 
à AB  —b  BC  . Eucl.  XIV.  Prop.  6. 

Soit  B FG  H I un  pentagone  une  des  faces 
du  dodécaèdre , .B  K L un  triangle  face  de 
Vicofaëdre',  ce  qui  eft  poflible  «.  BG  efi:  le  cô- 
té du  cube  inferit  dans  une  même  fphere 

donc  BK  =:  3//JS  g.  OvAB  -b  CB  —<^AC'^: 

donc  B K efi:  triple  de  AB  , comme /f  B -b  CB 

Q,  2 eft 

a 1^0.  15Î*  bZ..  4.  «.  <7.  cZ.  4.*».  7r* 

A Pup.n.tjs.  tfup.n.lTi.  ffup.n.  lio. 
h Z.  4.  ».  70. 
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cil  triple  AC  . Ainfî 

BK.  ^’aB  : :T«  -^CB. 

' — » — » T 

AC  . PerntHtando  B K . 

ÂB-^CB::  AB  .AC  . 

Or  B F eft  le  plus  grand 
fcgment  de  B G côté  du 
cube  coupé  en  moyenne  & extrême  raifon  » : 

Donc  Tb.  ÂC*::  BG.  BF^,  : ; BK , AB 

H-  CB  Permutando  BG  . BK  : : BF . AB 

’CB  . Or  ’bFzs.  Tb  -4-  Âc*à,  AB  & AC 
étant  côtez  de  l’hexagone  & du  décagone  «. 

/ , t — I ‘ — » 

Mettant  AB  -f  AC  en  la  place  de  BF , nous 

aurons  BQ  • BK  i ; AB  — H AC  . AB  —4  CB  , 
ce  qu'il  falloit  prouver. 

T H E O R E M E XVI. 

ilo  C»myne  le  côté  du  cube  çjl  au  cké  de  /’ico- 
faëdre  , uinfi  le  dodecaëdfe  efl  à /’icofaë- 
dre  iufcrits  dans  une  même  fphere.  Eucl.  XIV. , 

Prop-  7- 

Concevez  que  de  tous  les  angles  d’un  do- 
décaèdre^ & de  même  de  Vùofaèdre,  on  ait 
mené  des  lignes  au  centre  de  la  fphere.  Cela 
fera-  dans  l’un  douze  pyramides  , & dans 
Tautre  vingt,  qui  feront  de  même  hauteur, 
puisque  le  même  cercle  dans  la  fphere  com- 
prend une  des  faces-  de  Vkojacdre  & du  Vt»- 

a T<fo-  b Zi.  4*  ^7.  e K»  }•  U.  Si* 

j ® Z.  4.*.  ifi. 
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.décaèdre  ainfi  ces.  pyramides  font  comme 
leurs  bafes*»,  c*eft- à-dire,  comme  les  furfa- 
ces  de  ces  deux  polyèdres.  Or  ces  furfaces 
font  entre  elles  •=  comme  le  côté  du  cube  au 
côté  de  Vicofaëdre. 

PROBLEME.  VII. 

Inferire  un  tetraüdre  dans  un  cube.  Euclid.  *•* 
XV.  Prop.  I. 

De  A un  des  angles  du 
cube  côncevant  qu’on 
ait  méné  les  diagonales 
AB^  AD,  &BD, 

BC,  CD^  vous  apper- 
cevrez  ABC  û un tetraè-' 
dre  ou  pyramide  de  qua- 
tre triangles  équilatéraux, 
car  les  diagonales  font  ^ 
égales;  ainli  le  triangle  ABCt=:BAD,  &c. 

Il  faut  avoir  a la  main  les  corps  rlj^uliers  dont 
on  parle.  Il  ejl  facile  de  les  faire  félon  qu'on  l'a 
enfeigné  Tout  ce  qu'on  va  lire  fera  aifé,  fai- 
fantfur  chaque  corps  ce  qu'on  dit  ici  qu'il  y faut 
faire  ; autrement  les  démonjlrations  futvantet 
feront  obfures. 

* PROBLEME  VIII. 

Inferire  un  oftaëdre  dans  une  pyramide  ou  itt 
tetraëdre.  Eucl.  XV.  Prop.  2. 

Coupez  par  la  moitié  tous  lesfixcôtezdela 
pyramide  ou  tetraëdre; joignez  les  points  de 
fedion  par  douze  lignes  qui  feront  toutes  éga- 
les, & feront  huit  triantes  équilatéraux. 

Q;3  V Pro- 

h fttp.n.ixi.  c yv. «.  1.91.: 

d 144. 


Digitized  by  Google 


Elémens  de  Géométrie. 

PROBLEME  IX. 

283  Dans  un  cube  faire  un  oClaëdre.  Eucl.  XV. 
Prop.  3. 

Ayant  pris  le  centre  de  chaque  face  du  cu- 
be, il  faut  joindre  ces  centres  en  tirant  des 
lignes  autant  qu’il  en  faut  ; favoir  douze , qui 
étant  toutes  égales  feront  huit  triangles  égaux, 
& par  conféquent  un  oSiaèdre. 

PROBLEME'  X. 

IS4  Dans  un  odiditidve  faire  un  cube.  Eucl.  XV. 
Prop.  4. 

1°.  Coupez  par  la  moitié  tous  lès  côtez 
de  ’^oâaêâre.  2°.  Menez  des  lignes  par  toutes 
ces  feétions  fur  les  faces  de  ce  corps,  ces  li- 
gnes feront  toutes  égales,  & feront  deux  quar- 
rez  oppofez , lefquels  joignant  par  quatre  au- 
tres lignes  qui  feront  égales  aux  premières, 
&lesoppofées  étant  parallèles,  elles  feront  un 
cube  ; ce  qui  eil  évident. 

PROBLEME  XI. 

US  ' f »«  dodccaëdre  «»  icofaëdl'e.  Eucl. 
XV.  Prop.  5- 

Cinq  triangles  de  Vùofaëdre  qui'font  un  an- 
gle folideou  une  pyramide,  ont  pour  bafe  un 
pentagone*.  Il  faut  couper  tous  les  côtez  de 
cette  pyramide  par  la  moitié;  le  plan  de  cette 
feftion  fera  un  pentagone  & une  dcs_  faces 
du  dodécaèdre  ; car  en  faifant  la  même  chofe 
à tous  les  angles  folides  ou  pyramides  de  Vico- 
faëdre  qui  font  au  nombre  de  douze  , on  au- 
ra douze  pentagones  égaux,  qui  feront  les 
douze  faces  du  dodécaèdre. 

i Aver- 
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Avertissement. 


Le  diamètre  de  la  fpl^ere  étant  fuppofé 
rooo,  les  côtez  des  corps  réguliers  inlcrits 
dedans  feront  à peu  près  comme  les  nombres 
fui  vans. 

Le  Ttetraêdre  . 8l<5 

L'OBaëdre 

U Hexaèdre  OU  Cnhe  J77 

Ulcofaëdre  527 

Le  Dodecaëdre  > 357 
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D E L’E  TENDUE. 

LIVRE  SIXIEME. 

De  la  Méthode. 


avertissement. 

A Méthode  que  mus  amns  fuivie  juf-  ^ 
qu*à  préfeut , fa  été  de  conjiderer  l'i- 
dée des  chofes  dont  mus  parlions, 
cPen  tirer  leurs  proprietez-  Far  exem- 
ple, quand  il  s*ejlax*  de  démontrer  les 
proprietez  du  Cercle,  nous  avons  conjfderé  quel- 
le etoit  la  figure  à qui  on  donnait  ce  nom  ',  com- 
ment elle  Je  faifoit  ; ce  qu'elle  était  : iS  F ejl  de 
Vidée  de  cette  figure , que  nous  avons  déduit  J es 
Proprietez*  Cette  méthode  fuppofe  la  chofe  connue. 
<Ces  Elémens  m'étoient  connus  avant  que  de  les 
écrire  ; Çÿ  ce  que  j'ai  fait,  f' a été  défaire  ap- 
percevoir  dans  l'idée  des  chofes,  ce  qui  y eft , ^ 

*c  due  f y avais  vu.  B y a une  autre  méthode 
^ 'avec 
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avec  laquelle  on  trouve  ce  qu*on  ne  eonnoiJToit 
pas , ^ que  faà  employée  moi-même  dans  ces  Eté- 
mens  en  beaucoup  aoccajims^  pour  trouver  ce 
me  je  ne  favots  point  ; c*eji  pourquoi  on  l'appelle 
Méthode  d’invention , au-lieu  que  la  première 
fe  peut  nommer  Méthode  de  Doélrine.  Cette 
fécondé  eji  très- générale  ; ^ proprement  elle  ne 
fuppofe  aucune  conmijfance,  J^en  ai  déjà  parlé 
dans  les  Elémens  des  Mathématiques',  mais  je 
l'applique  ici  à la  Géométrie  ,^je  la  traite  d'une 
maniéré  particulière  ; ainji  ce  qu'on  va  voir  n'ejh 
point  une  répétition  inutile^ 


ChapitRsE  Premier. 

« 

! 

Dt  la  méthode  qu'il  faut  fu/vre  dans  P exanrén 
d'une  Quejiion , ou  Problème,  En  premier  Heu, 
il  la  faut  bien  concevoir , Çÿ  l'exprimer  nettf 
ment. 


CE  n’eft  que  par  l’application  de  refprit, 
qu’on  atteint  la  vérité:  on  fe  diftrait  fa- 
cilement. Pour  remedier  à ce  défaut , il  faut  ar- 
rêter fon  efprit , exprimant  par  une  figure  ce 
qu’il  doit  confiderer;  ce  qui  n’eft  pas  impoffi- 
ble,  quoiqu’on  ne  connoiftepas  entièrement 
les  cliofes  qui  font  ea  queftion.  Il  faut  bien 
qu’on  ne  les  ignore  pas  entièrement;  autre- 
mentjfi  ellesj^’avoient  aucune prife, ce feroît 
en  vain  qu’on  les  attaqueroit.  Or  ce  peu  de 
connoiftance  donne  lieu  de  fuppofer,  que  félon 
qu’on  le  propofe,  elles  doivent  être  faites  de 
telle  & telle  maniéré.  Onpeut  donc  tirer  certai- 
nes lignes  conformément  à cette  fùppofîtion. 
Ces  lignes , puifque  l’on  les  tire  telles  qu’elles 

0^  5 doi- 
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doivent  être , font  connues^  & , comme  on  le' 
va  voir,  elles  peuvent  faire  connoitre  celles 

?[u’on  cherche.  La  première  chofe  au’on  doit 
aire , c’efl:  de  bien  exprimer  ce  qui  em  en  quef  , 
tion,&  qu’on  veut  connoitre.  L’importance, 
c’eft  que  cette  expreffion  foit  nette,  qu’on  y 
voye  ce  qu’il  faut  chercher,  & qu’elle  foit  déba- 
rafîée  de  ce  qui  neferviroitquà  la  rendre  obf- 
cure.  Cela  fe  comprendra  mieux  dans  les  exem- 
ples fuivans , oul’on  va  voir  que  la  feule  expref 
lion  réfout  fouvent  des  queftions  difficiles. 
J’entens  ici  les  expreffions  qui  fe  font  par  des 
figures  a aufli-bien  que  par  des  difeours. 

% 

(Question. 

2 Démontrer  que  la  fnrface  d'un  triangle  ejl  e'galtala 
moitié  de  U jomme  de  fes  trois  cotez , multi- 
pliez par  le  ra^on  dun  cercle  qui  lui  eji  inferit. 

La  feule  vue  de  cette  figure  démontre,  que 
cela  eft  véritable.  Des  angles  du  triangle  B (JD 
ayant  mené  des  lignes  au 
centre  /f  du  cercle  qui 
lui  eft  inferit , on  fait  les . 
trois  triangles  BAC^ 

CAO , DAD  égaux  en- 
fembleau  triangle  J3CZ>, 

& qui  ont  pour  hauteur 
le  rayon  de  ce  cercle.  Ils 
font  donc  égaux  à un 
triangle , dont  la  bafe  eft 
égale  aux  trois  côtez  de  BCD , & qui  a pour 
hauteur  le  rayon  du  cercle  inferit  * ; la  furface 
de  Ce  triangle  eft  donc  égale  au  produit  de  la 

moi- 
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moitié  de  fa  bafe  par  fa  hauteur;  ce  qu’il  fal- 
loir prouver. 

Voyons  encore  par  un  autre  exemple,  com- 
bien la  maniéré  d’exprimer  une  queftion  par 
une  figure  convenable,  en  facilite  la  réfolution. 

Question. 

Démontrer  que  dans  le  triangle  ABC,  fi  de  3 
Patrie  G A B 0»  mene  une  perpendiculaire  fur 
B C , la  fomme  des  deux  cotez  _A B AG 
^ BC , bafe  de  P angle  que  ces  deux  cotez 
comprennent , comme  la  différence  de  QD 
ejl  à celle  de  KO  ^ AB. 

• 

Pour  trouver  la  démonftration  de  ce  Théo-  - 
rême,  & rcxprimer  d’une  maniéré  qui  facilite 
l’invention , de  comme  centre,  & de  l’inter- 
valle AB  le  plus  petit 
côté,  je  fais  un  cer- 
cle: Et  puifque  AB 
cftégal  à la  ligne 
CE  eft  la  fomme  des 
côtcz  AC  &L  AB.  Les 
lignes  AF^  AB  font 
égales  ; donc  C F efl: 
leur  différence.  Puif- 
que  aufii  DB  =zDG, 

la  ligne  GC  fera  la  différence  entre  CD  &Z)5. 
Ainfi  voilà  une  cxpreffion , ou  une  figure , qui 
marque  ce  que  l’on  cherche.  .Après  quoi  la 
queftion  fe  rélout  facilement  ; car  C E xC  F 
:=CB  xCG  *:  donc  CE:  ÇB  : : CG.  CFf; 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

r Q ® . Ca- 
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Chapitre  II. 

4 Ott  peut  exprimer  les  lignes  Çjf  toutes  les  gra»^ 
(leurs , dont  il  eft  farté  dans  une  què/iion  . Çÿ 
faire  fur  elles  toutes  les  operations  de  Arithmé- 
tique , fans  les  eonnpitre. 

CEtte méthode,  que  nous  enfeignons  ici, 
eft  fort  générale , & fort  differente  de  cel- 
le qu’on  a fuiviejufqu’à  préfent.  Nous  recher- 
chions les  proprietez  de  quelque  figure  ; & il 
s’agiffoit'de  la  maniéré  qu’on  pouvoir  trouver 
fes  proprietez,  & les  démontf  er.  Ici  on  ne  con-^ 
lîdere  autre  chofe  dans  lesGrandeurs'qu’on  exa- 
mine, finon  qu’on  les  peut  ajouter  à d’autres 
' grandeurs , ou  les  retrancher  ü elles  font  peti- 
tes : qu’on  les  peut  multiplier , ou  diviler.  On  a 
cnfèi^é  dans  le  troifîeme  Livre,  comment  cela 
lèpeutfairede  tout  ce  qui  eft  grand, c’eft-à-dire, 
capable  du  plus  ou  du  moins,  foit  lignes,  foit 
nombres.  Ainfi  cette  méthode  eft  déjà  expli- 
quée en  partie,  & nous  en  avons  fait  un  ufage 
par- tout.  Si  on  alu  les  Livres  précédons , on  ne 
peut  donc  ieporer  que  par^  — f ^ , on  peut  en- 
tendre deuxiignes  a^h  ajoutées  enfembles;  par 
a—b,  qu’on  a retranché  b de  a\^^xab  qu’on  a mul- 
tiplié a par  ^ ou  ^ par  <»;  qu’ainfi  ab  eft  un  reél- 
angle,  dont  les  lignes  a & ^ font  les  côtez  ; que 
aa  ou  a*  eft  un  quarré,  dont  la  ligne  a eft  un 

des  côtjcz  ;-que  ^ eft  un  reétangle , ou  pfen  di-  ' 

vifé  par  b , après  laquelle  divifion  il  ne  refte  que 
le  coté  «,  c’eft-à-dire,  quecen’eftplus  qu’une 
ligne,  fuivant  ce  "qu’on  a enfeigné  au  com- 
' - men- 
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men'cement  du  Livre  troifîeme , qu’on  peut  ef- 
facer la  lettre  qui  eft  au-deflus  & au-delTous  du 

ligne  de  la  divifîon  ; qu’ainfi 

Les  puiflânces  s’expriment  de  même aulR-  5 
bien  parlettres  que  par  lignes  : ainfi  onmaîqué 
par  lettres  les  rapports  des  figures  ; car  fi  un 
triangle  eft  reâiangle,  dont  l’hypothenufe  eft  4 
& les  deux  côtez  ^ fuivant  qu’on  l’aen- 
leigné*  ou*’44=^^— ou<**=:^ *— +-<•  *.  & 

Tous  les  rapports  des  triangles  femblables  fe  <5 
peuvent  exprimer  de  même  par  lettres  ; car  û 
//BC  & font  fembla- 
bles,  que  AB=:a^  &BC 
— h,ÇnDEz=zm,^EFz=Ki 
alors  4.^:  \ m.  n\  Etpuil- 
que,  félon 'ce  qui  a été 
dit*^,  multipliant  ^ par »î, 

& divilànt  le  produit  bm 

par  le  premier  terme  4 , le  quotient  ~ eft  le 
• quatrième:, donc  £T=-^,  &-par  lé  même 

■ raifonnement  ^":=AB,  Ce  qui  donne  le 

• 

• m^en  de  marquer  les  rapports  des  lignes  ,|i. 
aum-bien  que  des  nombres. 

Cette  maniéré  générale  d’exprimer  toute  y 
grandeur  , & de  faire  fur  elle  les  operations  ^ 
qu’on  fait  fur  les  nombres , eft  ce  qu’on  ^pelle 
l’Algebre , comme  nous  l’avons  dit  Elle  eft 
difficile  à ceux  qui  n’ont  pas  coutume  de  s’en 
fervir;ce  qui  n’arnvera  pas  à ceux  qui  fe  font 
fervis  de  nos  Elémens.  Remarquez  que  dans  la 

Q 7 mul- 

\>  L ■ék.n.-jx.  c lui.tLfo,  ÀL,%,St3,i^ 
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multiplication  l’on  peut  réduire  un  produit  à 
une  proportion:  par  exemple, le  produit  de  a 
par  ^ , à une  proportion  dont  le  premier  terme 
foit  l’unité  ; le  fécond  & le  troiuemefoientles 
deux  grandeurs  4 & quife  multiplient;  & 
le^uatrieme  terme  foit  qui  eft  le  produit 
d*a  multiplication,  ce  qui  eft  évident:  car, 
foit  ce  quatrième  terme  nommé  xi  donc  i.  a 

, Il  b.  X.  Or  ^z=x*.  Mais  l’unité  nedivifant 

point, comme  ne  multipliant  point:  donc  ^ 

= ab,  & partant  ab  = x.  Par-  tout  oii  l’unité  n’eft 
point,  on  la  peut  fuppofer,  puifqu’elle  n’ap- 
porte aucun  changement.  Ainfi  le  produit  de 
trois  lettres,  comme  abf, p&üt  marquer  ces  deux 
proportions  : 

I.  f ; : ab.  abcy  & abw  c.  abc.  Cela  fait 
voir  que  le  produit  de  quatre  lignes  abcd^max- 
que  trois  proportions  ; le  produit  de  cinq  lignes 
abcde  ,marque  quatre  proportions;  & dans  ces 
proportions  le  produit  total  n’eft  qu’une  ligne, 
qui  réfulte  de  toutes  ces  proportions , lorfque 
le  premier  terme  eft  l’unité;  'carmuifque 
l.  a::  b.  ab\  donc  \.  b\  \ a.  ab. 

De  même , puifque  i.  abw  c. 

Donc.  I.  f : : ab.  abc. 

- Le  quotient  d’une  divifîon  exprime  une  ligne, 
par  exemple,-^-  : car  cela  fe  peut  réduire  à cette 

proportion  b.  aw  \.  x\Qzr*^o\x-Y'=.x. 

O . Il' eft  facile  de  faire  toutes  les  operations  de 
* l’Arithmétique , avec  le  compas  & la  règle.  On 

peut 
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peut  ajouter  une  ligne  à une  autre  ligne,  ou  re- 
trancher une  plus  petite  d’une  plus  grande. 
Pour  la  multiplication  d’une  ligne  par  une  ligne, 
c’eft-à-dire pour  trouver  une  ligne  qui  foit.  éga- 
lé au  produit  de  deux  lignes , voilà  ce  qu’il  faut 
faire.  Soient  ces  deux  lignes  AD  & AC  qu’on 
véut  multiplier  l’une  par  l’autre  ; il  faut  prendre 
fur  //C  la  ligne égale 
à l’unité , & mener  une 
ligne  AD  qui  faflfe  un  an- 
gle à difcretion  avec  A B . 

Je  tire  une  ligne  par  D & 

B,  & une  autre  par  Ca  ® 
qui  lui  foit  parallèle;  ce  qui  étant  fait,  AEfera 
la  ligne  que  l’on  cherche:  car  AB.  AD:  : AC. 
AE:  donc  AB  x AEz=iAD'<AC.  La  multiplf-  ' 
cation  n’augmente  pas  une  grandeur , qui  n’eft 
multipliée  que  par  l’unité , c’eft-à-dire,  qui  n’eft 
prife  qu’une  fois;  Ainfi comme /f B eft l’unité, 
en  multipliant  A E , elle  ne  l’augmente  point. 
Donc  AE  qui  eft  une  quatrième  proportionnel- 
le', fera  égale  au  produit  de  AD  par  AC;  ce  que 
l’on  cherchoit. 

Si  l’on  veut  divifer  AE  par  /^C,  ayant  pris  9 
AB  égale  à l’unité , & mené  par  B une  parallèle 
à CE , on  aura  AD  qui  fera  la  valeur  de  AE  divi- 
féepar  AC  ; car  AB.  AD  : : AC.  AE,  & l’uni- 
té eft  au  quotient  d’une  divifion , comme  le  di- 
•Vifeur  eft  à la  grandeur  diviféc. 

S’il  faut  tirer  la  racine  quaiTée  de  G fi,  je  lui 
ajoute  une  ligne  droite  f G qui  foit  l’unité , & 
divifant  EH  en  deux  parties  égales  au  point  jE: 
du  centre  E je  fais  le  cercle  FIH : élevant  en- 
fuite  du  point  G une  ligne  droite  jufqu’à  I à an- 
gles droits  fur  FH,  la  ligne  Gf  eft  la  racine  que 
l’on  cherche’:  car  -^FG.  Gl.  G H.  Donc  le 

quar- 
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quarré  de  G/,  eft  égal  bu 
produit  de  GH.  Or,  FG  é 
étant  l’unité,  clle.n’aug- 
mente  point  la  valeur  de  / 

G//en  la  multipliant,  ainû  / 

. GH  e^  égale  au  quarré  de  p.  ' 

GI,  qui  par  confequent 
eft  la  racine  de  GH.  Par  ce  même  moyen  on 
peut  trouver  une  ligne , qui  foit  é^le  à la  raci-^ 
ne  quarréed’un  nombre  qui  n’eft  pas  quarré; 
par  exemple,qui  foit  égale  à la  racine  d’un  quar- 
ré qui  vautlS  : ear  prenant  GH  égale  à iS,  & 
lui  ajoutant  FG  égale  à l’unité  ; & de  E milieu 
de  cette  ligne , comme  centre, faifant  un  cercle, 
la  ligne  Gl  fera  égale  à la  racine  quarréede  i8 , 
qui  ne  peut  être  exprimée  par  aucun  nombre  , 
comme  nous  l’avons  vu  dans  le  quatrième 
Livre.  - 


Chapitre  1 1 1. 

1 1 Après  avoir  exprimé  une  Qmefiion  ou  Prohlême^ 
ts’  fuit  iu  figure  qui  lui  convient , il  faut  dijiin- 
guer  ce  qut  y efi  connu  tf  avec  ce  qui  ne  I*efi 
pas  ; $5*  conjiderer  Ji  le  Problème  eft  déterminé^ 
ou  indéterminé. 

A Près  qu’on  a conçu  nettement  une  Quef- 
tion  ou  un  Problème,  & fait  la  figure  qui 
en  exprime  les  conditions,  il  fautdiftinguer  ces 
trois  chofes.  i®.  Les  lignes  qui  font  connues. 
2°.  Celles  qui  ne  le  font  pas.  3®.  Tous  les  rap- 
ports que  ces  lignes  connues  & inconnues  peu- 
vent avoir  entre  elles.  Une  partie  des  lignes 
qu’oo  tire pour  exprimer  le  Problème  font  con- 
. - nues> 


1 E 


If 


Digitized  by  GoogI 


Lwu  VL  Chapitre  11L  377 

nues,  les  autres  font  fuppofées,  c'eft-à-diï-e, 
qu’on  fuppofe  qu’elles  doivent  avoir  tels  & tels 
rapports  avec  les  lignes  qui  font  connues.  Or 
aujourd’hui  c’eft  la  coutume  de  marquer,  par  les 
premières  lettres  de  l’Alphabet,  les  lignes  qui 
font  connues,  les  nommant  ou  a^ou  i,  ou  c,  afnû 
de  fuite.  OnmarqueaveclesdernieresA',y,«, 
celles  qui  font  inconnues:  quelquefois  il  elt  bon 
de  (è  lervir  des  premières  lettres  du  nom  des 
grandeurs  connues  & inconnues  ; par  exemple 
marquant  un  nombre  par  « , une  fomme  par  x , 
le  tems  par  t , la  vîteiTe  par  v.  Enfui  te  il  faut 
confiderer  fi  de  la  maniéré  quele  Problème  ell 
propofë , il  dépend  de  la  volonté  de  choifir  cer- 
taines grandeurs , tirer  certaines  lignes , ou  fi 
toutes  celles  que  la  quefiion  renferme , font  dé- 
terminées,  de  forte  que  tout  ce  que  l’on  peut 
faire, foit  de  leur  donner  des  noms  convena- 
bles. Il  faut  donc  examiner  d’abord  fi  la  Quef- 
tion  eft  déterminécjou  indéterminée.  Dans  une 
Queftion  indéterminée,  on  n’y  apperçoit point 
de  rapport , qui  donne  le  moyen  d’exprimer  en 
deux  maniérés  les  grandeurs  inconnues.  Car 
qu’eft-ce  qui  fait  quejepuis  appellerla  même 
grandeur  ou  x , ouj?  -+•<»?  C’eft  que  je  fai  que 
xeftégalày,  après  lui  avoir  ajoutée;  que  4r=y 
H-  C’eft  là  un  rapport  déterminé. 

Mais  quand,  fans  en  détèrminer  aucun,  on  12 
propofe  Var  exemple  de  couper  le  diamètre 
/IB , de  forte  que  le  reélangle  des  deux  parties 
foit  égal  à un  quarré,  ce  Problème  eft  indéter- 
miné; & je  ne  puis  trouver  une  double  expref- 
fion , qu’en  fuppofant  un  certain  rapport;  celui- 
ci  par  exemple,  que  /IB  eft  coupé  en  C.  Après 
cela,  de  l’intervalle  de  la  moitié  de  /IB  ayant 
fait  un  cercle,  & élevé  fur  C la  perpendiculaire  . 

y 


Digitized  by  Google 


Èlémem  de  Géométrie. 


» 


* 


% 

4 

4 

« 


B 


13 


378 

C D , j’aurai  ce  que  je 
cherche  ^ AC.  C U. 

CB*:  donc  AC  x CB 

= CD  f . Un  Problème 
indéterminé  peut  avoir  jT" 
pluiieu  rs  réfolutions  ; car  _ 

en  quelque  part  du  diamètre  que  foit  C,  le  quar- 
ré  de  CD  fera  égal  au  reélangle  des  parties  du 
diamètre  coupé  comme  on  avoit  propofô  de  le 
faire.  Jepouvois  couper ailleurs  qu’en  C. 

^ Un  Problème  eft  dit  déterminé , lorfqu’on  ' 
n’y  peut  fatisfaire  qu’en  obfervant  certaine  cho-  • 
fe  qui  le  détermine , & qui  ne  dépend  pas  du 
choix  de  celui  à qui  il  eft  propofé , c’eft-à-dire , 
que  les  grandeurs  qu’il  renferme,  ont  un  certain 
rapport  qui  leur  eft  particulier.  Par  exemple, 

étant  divifé  enC;  on  - 

propofe  de  prolonger  AB 
jufqu’en  D , point  incon- 
nu ; de  forte  que  le  quarré  A, 
de  CD  foit  égal  au  reftan- 
glede/^D&deJ5D:alors  : : 

comme  ce  prolongement  

DD  eft  déterminé , c’eft-à-dire , qu’il  a une  cer- 
taine longueur  précife;  ce  Problème  eft  déter- 
miné: Etfuppofé  que  AC=:a,  & CBzzB^ài 
B D'z^a,  on  aura  cette  double expreflîon , fa- 
voir  pour  le reélangle ax bx—>rxx pour 
le  quarré  b b — (-  nxb-k-xx\  lefquelles  deux 
grandeurs  fuivant  la  fuppofîtion  doivent  être  é- 
gales  j ainfi  ax  — 1-  bx  — |-  xx  bb  — |-  2 bx — }-  xx^ 
au  moyen  de  laquelle  on  pourra  connoitre  la 
valeur  de  x,  fuivant  qu’il  fera  enfeigné. 
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Chapitre  IV. 

La  connoijfance  des  rapports  qui  fout  entre  les  //-  ^4 
gnes  de  la  figure  d'un  Probltme  , donne  le 
moyen  de  les  égaler  ou  de  trouver  de  doubles 
expreffions\  ce  qui  s'appelle  Equation. 

SI  on  fait  que  troij  lignes  connues  ^a^b.^c 
font  en  proportionj&  que  x inconnue  eit  le 
quatrième  terme  de  cette  proportion  ; qu’ainfi 

a.b.w  c.  X*  J alors  puifque  =;v,onacctte 

double  exprcflion  x de  la  même  grandeur, 

& c’eft  ce  qu’on  appelle  Equation.  Trouver  des 
Equations,  c’efl:  trouver  de  doubles  expreflions 
d’une  grandeur  inconnue;  ce  qui  fe  peut , quand 
on  connoit  quelqu’un  de  fes  rapports  avec  les 
grandeurs  connues. 

Si  on  fait  que  la  fomme  de<*&de^efl:égale  15 
à l’inconnue  x ^ cette  expreffion  a b x 
fera  une  Equation.  Il  eil  évident  que  la  moitié 
de  deux  lignes  inégales , moins  la  moitié  de  leur 
différence.,  ejl  égale  à la  plus  petite  ligne  \ ^ • 

cette  même  moitié.,  plus  la  moitié  de  leur  diffe- 
rente , eji  égale  à la  plus  grande  ligne. 

Soit  la  ligne 

— X --{-Zy 

ÂÜ  - X,  & 

DCt=:Z.  Soit 
DE  leur  dif- 
férence , dont  BD  efl  la  moitié.  Soit  /^B  ~ y & 

DE  =2  a;  ainfi  DB  ou  B £=:<«.  Il  efl  clair  que 

A3 
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yfB  — DB  , ou y^a^AD  oujf,  & que  B C 
^ BD  oü  y-+  a = ÜC  ou  z.  Ainü  loiiqu’on 
connoit  la  différence  de  deux  grandeurs  incon-  ' 
nues , on  a le  moyen  de  les  exprimer  de  deux 
maniérés. 

Quand  il  s’agit  de  Problèmes  de  Géométrie, 
les  iéules  figures  font  fouvent  ap^ercevoir  le 
rapport  des  lignes,  dont  il  elt  parlé  par  le  Pro- 
blème ; car  fi.  par  exemple  je  fai  que  l’inconnue 
X eft  l’hypothenufe  d’un  triangle  redangle, . 
dont  les  deux  autres  cotez  font4^&^-,jefaique  ' 
xx  -=:  b y — f-  dd'^\  ainfi  vcùlà  une  double  ex- 
prefliondeAT.  Un  plan  eft  fait  de  la  multiplica- 
tion de  fes  deux  racines  ; fi  on  le  divile  donc 
, par  l’une , le  quotient  de  la  divifion  fera  l’autre. 
Ainfi  fi  b.  CW  d.  puifque  bx  =:>  cd^  divi- 

fant  r par  ^ , le  quotient  Si  at  étoit 

moyenne  proportionnelle  entre  r & </,  alors  xx 
tred. 

Les  figures  ou  leurs  proprietez , qu’on  dé- 
couvre aifément  quand  on  fait  les  élémens,  & 
ces  proprietez  connues , donnent  les  moyens 
de  trouver  des  Equations. 

17  Ce  qu’on  a vu  dans  le  troifieme  Livre  tou- 
chant les  Puiflances , eft  aufli  une  fource  de  dif- 
ferentes Equations  : car  fi  je  fai  que  a—\-b 
=Ar,  donc  aa~~^2  ab-\-  bb-=ix x j:.  Si  x eft 
l’hypothenufe  d’un  triangle,  & que  les  deux  cô- 
tezîbient  alors  aa-^bb-=:xx  \ partant 
xx  — aa^bb^  0\X  x x — bb'=:,aa. 

Ig  On  peut  exprimer  différemment  les  mêmes 
grandeurs , marquant  les  parties  pour  le  tout , 
ou  le  tout  pour  les  parties  ; ou  les  puiffances 
pour  les  racines,  ou  les  racines  pour  les  puif- 

fan- 
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Tances;  car  fi  4 -+  ^ = x,  donc  +•  2ab 
— |-  b b — X x'y  o\x  aa  — (-  24^==jfjf--^è,ou 
aa-\-  bb-=zxx-^  7.ab,  Il  efl:  évident  qu’on 
peut  trouver  une  infinité  d’Equations  en  cet- 
te maniéré: 

S\  abmxx\  doncY  ab—x. 

Ainfi  en  ajoutant , retranchant , multipliant  j 
divifant,  on  trouve  le  moyen  d’égaler  des  gran- 
deurs , d’en  trouver  de  doubles  exprelîîons  ou 
Equations, en  quoi  confifte  principalement  l’art 
de  cette  méthode  que  nous  enfeignonsici,  & 
qui  fe  nomme  Analyfe,  c’eft-à-dire , méthode 
de  réfoltrthx , parce  qu’on  taille  ou  coupe , pour 
ainfi  dire,  la  grandeur  qu’flp  cherche  : on  lui 
ajoute , on  lui  retranche , <Élla  multiplie , on  la 
divife , on  la  réfout,  jufqu’à  ce  qu’elle  fe  trouve 
précifément  égale  à une  grandeur  connue , a-  . 
près  -quoi  elle  n’eft  plus  inconnue. 


Chapitre  V. 

il  faut  trouver  autant  d* Equations  qu*il  y a de 
lignes  inconnues , Çÿ  réduire  toutes  ees 
Equations  à une  feule. 

CE  qu’on  cherche  dans  une  Queftion,  dans 
un  Problème , & généralement  lorfqu’on 
veut  connoitre  ce  qu’on  ne  connoit  pas  enco're; 
c’eftde  ramener,  pour  ainfi  dire,  l’inconnu  à 
ce  qui  efl:  connu  : comparer  l’un  avec  l’autre, 
& remarquer  leur  différence,  c’eft-à-dire,  ce 
qui  feit  que  l’un  eft  plus  grand  qué  l’autre;  & 
qu’ainfi  on  découvre  ce  qu’il  faut  leur  ajouter, 
ou  en  retrancher,  pour  les  égaler;  ce  qu’on  con- 
noit 

* î...  J.».  2«.  ' 
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noitaufll  quand  on  fait  préciféraent  quelle  eft 

leur  raifon:  car  fi  jc  cft  le  tiers  de  <?jdonc  x • 

Si  c’efl;  a quieft  -Ie  tiers  de  jr,  donc  ■^a-zz.x. 

On  peut  de  cette  maniéré  trouver  les  doubles 
expreflions  de  toutes  les  grandeurs , dont  il  eft 
parlé  dans  le  Problème,  c’eft-à-dire , trouver 
des  Equations;&  il  en  faut  chercher  autant  qu’il 
y a de  grandeurs  inconnues.  Il  y a toujours  dans 
un  Problème  une  principale  ligne  inconnue,gui 
eft  celle  dont  dépend  la  réfolution  du  Problème: 

& c’eft  à cette  Equation  qu’il  faut  réduire  toutes 
les  autres , de  forte  qu’il  n’y  ait  plus  qu’une  feule 
lettre  inconnue  ;lf|  fi  on  fait  que  x y 
ou  que  = AT,  partant  oii  feront  ces  deux 
inconnues  je  pourrai  toujours  fubflituer  x-\-  y 
en  la  place  de  z,  ou  «•— /^enla  place  dcAr,  & 
par  conféquent  réduire  la  Queftion  à des  termes 
oU  il  n’y  ait  qu’unejeule  inconnue.  Il  y a diffe- 
rentes méthodes.  Quand  on  connoit  que  l’in- 
connue eft  le  troifieme  ouïe  quatrième  terme 
d’une  proportion , on  la  peut  exprimer  avec  les  • 
lettres  des  grandeurs  connues  ; car  fi  -H-  .w  ; 

--  *•  Si  b'.i  c.  x\  donc 

Les  termes  d’une  progreflîonfe  peuvent  expri- 
mer de  maniéré,  qu’on  n’employe  que  la  mê- 
me lettre.  Si  j’avois  cette  progreflion  de  quatre 
termes  exprimés  par  quatre  differentes  lettres 
-f:-  b.z^x.y^]Q  lespourrois  réduire  d’une  ma- 
niéré qu’il  n’y  eût  qu’une  lettre  inconnue  ; car 
fuppofant  que^  eft  égal  à i,  jepourrois  dire  que 
-H-i.  Z.  zz.  zzz.  t ^ ou  I eftàAf,  comme 
le  quarré  de  b ou  i eft  à celui  de  ^ ; c’eft-à-dire, 
b.x:\  bb.  zZi  ou  1.  a:  : i.  zz  \ ainfi  puifque 

zz 
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3 j 6 puis  fubftituer ZfZklà place  de x.  De 
même  ^ ou  i eft  à_y , comme  bùè  ou  i eft  à «««  *. 

«««  =^,  aulieu  de  y je  place  zzz;, 
ain  ije  réduis  ces  quatre  grandeurs  b,Zyx,yk 
celles-ci 3 1,  Z, zz, zzz.  Il  y a une  infinité  de 
maniérés  fcmblables.  Ce  font  des  méthodes. 
Chacun  en  peut  trouver  de  plus  heureuîès  ; ce 

réfoudre  facilement  des 
■Problèmes,  qui  font  très-difficiles  à ceux  qui  ne 
^°°°®^^ent  pas  la  méthode  ; car  tout  le  fecret 
conhite  à rendre  lesEquations  nettes  & Amples. 


C H A P I TR- E VI. 

Il  faut  réduire  les  termes  <Pune  Equation  à l*ex-  22 
prejjion  Iti  pbis  firnple  ^ Çÿ  faire  enforte  que  la 
grandeur  inconnue  fe  trouve  feule  dans  I un  des  ■ 
membres  de  l'Equation. 

LOrfqu’on  a fait  enforte  que  la  grandeur  in- 
connue fc  trouve  dans  un  des  membres  de 
l’Equation,  c’eft-à-dire,  d’un  côté  du  Cgnc  de  ' 
l’égalité,  & que  de  l’autre  côté  il  n’y  a que  des 
grandeurs  connues  ; la  grandeur  inconnue  fe 
trouve  précifément  égale  à des  grandeurs  con- 
nues,la  Queftion  efl  entièrement  réïblue.  Si 
a~^b3  l’on  ne  peut  ignorer  la  valeur  de  x.  Or 
pour  arriver  là , il  faut  faire  pafler  d’un  côté  ce 
qui  efl  connu,  & le  délivrer  de  ce  qui  efl:  in- 
connu. Avant  toutes  chofes,  on  doit  réduire 
les  Equations  à des  expreffîons  fimples.  Ces  ré- 
duftions  fe  font  par  l’Addition,  ouparlaSouf- 
tradlion , ou  par  la  Multiplication,  ou  par  la  Di- 
vifîon,  ou  enfin  par  l’Extraélioo  des  racines. 

Le 

* 4.  J.tJ.  87* 


Digitized  by  Google 


^84  Elêmens  de  Gêometne. 

Le  principe  de  tout  cela  jC’cftdu’ajoutantàtrs 
deux  membres  d’une  Equation,  ou  retranchant 
également,  l’Equation  oli  l’égalité’ demeure; 
comme  aulfi  multipliant  ou  divifant  ces  deux 
membres  par  une  même  grandeur,  ils  demeu- 
rent égaux , comme  on  l’a  prouvé  *.  Puifque 
deux  puiffances  égales  ont  des  iraifons  égales , 
il  eft  clair  qu’en  prenant  les  racines  de  deux 
membres , leur  égalité  doit  fubfifter. 

On  a fait  voir  l’utilité  des  réduftions  dans  les 
Elémens  de  Mathématiques.  Voyons-eu  ici 
quelques  exemples.  Si  x — 5 = ^ s ajoutant  5 
de  part  & d’autre,  viendra  cette  Equation  plus 
fimplex=3  20.  Si  au  contraire  jc -1-5'=  20,  en 
retranchant 5 de  part  & d’autre,  on  aura;r  = 15. 
Si^.— 4=^— <*,  ajoutant  a de  part  & d’autre, 
vient  De  même,  fi  « —i"  —f  re- 
tranchant de  part  & d’autre,  vient Si 

on  a cette  Equation  — = multipliant  l’un 

& l’autre  membre  par  3 , vient  s = 3 Comme 
au  contraire,  fi  on  avoitijf=3^,  divifant  l’un 
& l’autre  membre  par  if  , on  auroit  x’=3.  Si 

= 25 , en  prenant  la  racine  quarrée , viendra 
x=5.  Aucontraire,  fionavoiti/a  =5,c’eft- 
à'dire , fi  la  racine  quarrée  de  « eft  égale  à 5 , 
en  élevant  ces  deux  membres  à une  même 
puifiance , ou  en  prenant  leur  quarré , on  a 
cette  Equation  « =:  25 . Si  on  avoi t jrx = on 
pourroit  mettre  x=:V  a è. 

Ce  Théorème , que  le  quarré  de  l’hypothe- 
^ nufe  eft  égale  auxquarrez  des  deux  autres  cô- 
tez , donne  le  moyen  de  réduire  une  Equation 
à une  exprelîîon  plus  fimple  : Car  par  exem- 
.ple,  ayant  cette  expreflion  voulant 

* Hrou- 
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trouver  un  quarré  égal  à ^^,je  n’ai  qu’à 
prendre  la  moitié  de  4,  & du  milieu  ou  de  cet- 
te moitié,  comme  rayon , faire  un  cercle;  ou 
ayant  pris  une  corde  égale  à^  , menant  de  Ton 
extrémité  une  ligne  à l’autre  extrémité  de  4,qui 
eft  le  diamètre  du  cercle , j’ai  un  triangle  reétan- 
gle  dont  4 eft  l’hypothenufe , & ^ un  des  cotez  : 
je  nomme  c le  troifîeme  qui  eft  connu;  donc  44 
xs.ee— ôtant  bh  de  part  & d’autre,  vient 
44— W =«■«■;  ainfî  je  puis  mettre  ec  en  la  place 
de  44  — & par  conféquent  avoir  une  ex- 

preflion  plus  fîmple.  Ainu  fi  j’avois  cc-ir  bb^ 
joignant  enfcmble  ^ de  maniéré  que  ces 
deux  lignes  fiflTent  un  angle  droit , & achevant 
le  triangle , le  troificme  côté  feroit  l’hypothe- 
nufe  contenue.  Cette  fiypothenufe  ayant  donc 
été  nommée  4,  il  eft  évident  que '44=  ce  —H  bb. 

Au  lieu  de  ec  -^bb/]Q  puis  donc  fubftituer  44 , 
exprefiion  plus  fimple. 

On  peut  trouver  un  quarré  égal  à un  plan 
donné  ; pour  cela  les  deux  côtez  ou  racines  de. 
ce  plan  étant  & <^,il  faut  trouver  un  moyen 
proportionnel  entre  ^ S<)it  c moyen  pro- 

portionnel; alors  bd=zee\.  Ainfi  je  puis  trans- 
former le  plan  bd  dans  le  quarré  ce , c’eft-à-dire , 
mettre  l’un  pour  l’autre. 

Un  quarré  étant  donné,  on  peut  trouver  un  26 
autre  quarré  qui  en  foit  telle  partie  qu’on  fou- 
haitera,-ou  la  moitié,  ou  le  tiers , ou  le  quart,  ou 
le  cinquième,  &c.  Soit  le  quarré  44,  il  en  faut 
trouver  un  autre  qui  foit  le  quart  de  44.  Jeprens 
une  ligne  au  hazard , fur  laquelle  je  marque  cinq 
parties  égales  avec  k même  ouverture  du  com- 
pas. Soit  cette  ligne  SC,  dont  HZ)  eft  une  de 
-CCS  cinq  parties  ; ainfi  DC  vaut  quatre  de  ces 

R par- 

? ü.,  is  9,  19%  î i.  I.»  fU 


Digilized  by  Google 


386 
parties. 


Eîémens  ie  Géométrie. 
De  A milieu  de 


.fiC  5 & de  rintemlle  de  

yffî  ou/^Cje  fais  un  cer- 
' de;  & fur  U j’éleve  la  per- 
pendiculaire DE , qui  fe 
termine  à la  circonféren- 
ce de  ce  cercle.  Alors BD.  DE.  DC  *.  Si 
BD  fe  nommer, donc  DC=4é  ;&fiDjE=x, 
donc  ^ jf.4^;partantjfx=s4^^. 

Sur  C j’éleve  C /-  , une  perpendiculaire  égale 
' à a racine , ou  côté  du  quarré  aa  dont  ou  cher- 
che la  quatrième  partie  qui  foît  un  quarré.  Je 
mene  bG  une  parallèle  à BC  ; & par  le  point  G , 
où  elle  coupe  le  rayon  AE  prôlongé  à l’infini, 
j’abaifle  une  perpendiculaire  fur  SC  prolonge 
de  part  & d’autre  à l’infini.  Cette  perpendiculai- 
re G//eft  égale  à Cf,  & par  conféquent  à Je 

fais  un  cercle  de  l’intervalle  de  AG , dont  le  dia- , 
métré  eft/L  ; il  eft  évident  que ///eft  telle  par- 
tie de  IL  que  Bü  eft  de  SC; par conféquent 
une  cinquième  partie  : ainfi  fi  IH  fe  nomme  m , 
lerefte  du  diamètre  HL  léra  4»*.  Or  -i:  IH. 
HG.  HL , ou;;^  tn.  a.  4»**^:  donc  aa 
La  ligne /fi  fera  par  conféquent  le  côté  ou  raci- 
ne d’un  quarré , quatrième  partie  du  quarré  a. 

47  Ce  feul  exemple  fait  comprendre  comme  on 

■ peut  trouver  un  quarré  qui  foit  telle  partie  qu’il 
fera  requis  d’un  quarré  donné  ; ce  qui  eft  très 
utile  pour  réduire  une  Equation  à une  expref- 
fion  plus  limple;car  dans  cêi\&-c\^bx^n)i=z^xx.^ 

’ en  divifant  ces  deux  membres  par  5 ; & pour  ce- 
la trouvant  le  quarréi>o  cinquième  partie  de  »»; 
je  la  réduirai  à cette  expremon  beaucoup  plus 
fimn!ei»A--H-  ao  = xx.  On  voit  ce  qu’il  faut  faire. 

Quand  il  eft  queftion  de  trouver ;un  quarré 

plus 

J 
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plus  grand,  ou  deux  fois,  ou  trois  fois, que  celui 
qui  eft  propofé , on  voit  ce  q'ü’il  faut  faire. 

Il  y a une  infinité  de  moyens  de  réduire  les 
expreflions  compofées  à de  plus  fimples  & plus 
nettes  : après  quoi  il  ne  s’agit  plus  que  de  faire 
évanouir  d’une  Equation  certaines  grandeurs 
embaraflantes;  ce  qui  fe  peut  ajoutant  cette  E- 
quatjon  avec  une  autre , dans  laquelle  fe  trou- 
vent ces  mêmes  grandeurs  avec  un  fiéne  con- 
traire , félon  ce  principe , que  plus  & moins  une 
grandeur,  ce  n’efl  rien.  Ainu,  fi  d—b^ 
z = d -fi;  pour  faire  évanouir^,  j’ajoute  ce# 
deux  Equations  dans  une  Equation  ;c  z=i  dt 
oii  ^neparoîtplus.  Ilefl  facile  dç  faire  palTer 
une  grandeur  d’un  des  meftibres  d’une  Equation 
dan.s  l’autre  membre  ; cardans  celle-ci  x~b=:d  ; ' 
ajoutant  b de  part  & d’autre , on  aura  x — d—^h 
oîi  b fe  trouve  dans  le  fécond  membre. , 

(Quoiqu’on  ne  connoiffe  point  les  racines  25 
d’une  Equation,  c’eft-à-dire,  les  grandeurs  de  la 
multiplication  defquelles  une  Equation  eft  fai- 
te, on  peut  les  augmenter  ou  les  diminuer  félon 
qu’on  lejuge  à propos.  Comme  fi  xx:=zxd  -f-  bb 
dont  les  racines  font  x-+  dy  by  Xy  & qu’on  veuil- 
le augmenter  .r  de  3 , il  faut  prendre  la  grandeur 
y qu’on  foppofe  égale  à jr  — f-  3.  Ainfi  y — 3 = x. 
Enfuite  par-tout  oü  fera  x mettrey  — 3*,&  par- 
tout OLi  fe  trouvera  le  quarré  ou  le  cube  ^c.  de  _ 

X y faut  mettre  le  quarré  ou  cube  ^c.  de  y =3  ; 
après  quoi  l’Equation  f^^fera  trans- 

formée en  celle- ci,  yy— 6 y-f  g—yd-'^yd-^-bb 
qui  efl  la.  même.  En  augmentant  ou  diminuant 
une  Equation  , il  faut  faire  enforte  qu’il  y ait 
des  fignes  contraires  ; & qu’ainfi  on  puiflTe  faire 
évanouir  les  grandeurs  dont  on  veut  délivrer 
une  Equation.  On  en  verra  des  exemples. 

' R a Cha- 
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20  Les  Equations  font  d^une  ou  de  plujieurs  dimen^ 
Jions  ou  degrez  ; ^ ce  font  des  degrez  f 
dijiinguent  les  Problèmes. 

SElon  que  la  queftion  eft  prôpofée,  bnfait 
monter  les  grandeurs  inconnues  à un  degré 
' plus  élevé.  Lorfque  la  grandeur  inconnue â la- 
quelle on  a réduit  les  autres  n’eft  point  multi- 
pliée J comme  en  cette  Equation  jr  = d~+c,  on 
dit  que  cette  Equation  eft  (impie  ou  d’une  di- 
menuon.  Nous  avons  vu  que  lorfqu’ilyaplü- 
Tieurs  grandeurs  inconnues,on  les  réduit  toutes 
à une  mule.  Si  par  exemple  on  avoitA"  & « , & 
qu’on  fût  que  leur  différence  fût  ^ ; fi  a étoit  la 
plus  petite,  alors  «■— ^=A;ainfi  au  lieu  de  z 
on  peut  qjettre  x-^b.  Par  conféquent  fi,  félon 
que  la  queftion  eftpropofée,  on  favoit  que  le 
reétangle  de  a & de  « , ou  de  a & de  x —f  eft 
égal  au  quarré  de  c , on  auroit  cette  Equation 
XX  — h , qu’on  réduit  en  ôtant  xb  de  part 

&d’autre,  à celle-ci xx=fÉ-  —xb,  oûx  eft  éle- 
vé au  fécond  degré.  S’il  y avoitcu  trois  gran- 
deurs inconnues  dans  la  queftion,  & qu’elles 
culTent  dû  être  multipliées  les  unes  parles  au- 
tres ; X à laquelle  on  auroit  réduit  toutes  les  au- 
tres,feroit  montée  au  troifieme  degré.  Ainfi 
on  voit  que  les  Equations  font  d’une  ou  de  plu- 
fieurs  dimenfionsjou  de  plufîeurs  degrez.  J e ne 
parlerai  pas  davantage  ici  dssEquatipns  qui  ont 
plus  de  deux  degrez, parce  qu’on  ne  les  peutpas 
réfoudre  avec  le  compas  & la  règle,  c’elt-à-dire , 
en  n’employant  que  le  cercle  & la  ligne  droite. 

On 
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On  réduit  les  Equations  de  deux  dimenfions'  3^ 

- à ces  formules  mx  — aa  — xd^  ou  xx  ~ aa  — 1-  xdy 
àixx  :=zxd-~aa.  Car  li  xxzmab — xd,  comme 
ab  ell  une  grandeur  connue,  en  prenant  ab-=:cc'*'y 
xx—cc-+xl.  Si xA- =rxi— t-  f,  je  puis  trouver 
un  quarré  hb  égal  à la  grandeur  c , ainfi  que  xx 
r=bb-\‘  xdy  je  cherche  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  Tunité,  & r,  laquelle  étant  > 
nommée  b , Il  faut  que  bb—  \ c yO\xbb:=zc\  puif- 
que  une  grandeur  multipliée  par  l’unité  ne  de-  ' 
vient  pas  plus  grande  après  cette  multiplica- 
tion , comme  on  l’a  dà'a  dit. 

C’eft  une  faute  confiderable  en  cette  matière,  32 
de  ne  pas  réduire  à un  degré  inferieur  ce  qui  y 
peut  être  réduit.  On  fai t cette  faute,  lorfqu’en- 
tre  les  grandeurs  inconnues  d’une  queftion , on 
ne  cherche  pas  des  Equations  qui  conduifenc  à 
un  degré  plus  fimple.. 

C’eft  pour  réfoudre  quelque  Problème  qu’on 
cherche  des  Equations,  & t^u’on  tâche  de  les  ré- 
duire. La  nature  de  l’Equation  donne  le  nom  au 
Problème  qu’elle  réfout. 

Quand  dans  la  réfolution , l’Equation  après 
avoir  été  réduite,  n’a  qu’une  dimenfîon , corn- 

t » 

mefix=:^oux=:^,  cette  Equation  eft  du 

premier  degré , & le  Problème  eft  fimple.  , , 

Lorfqu’on  trouve  uncEquation  oL  l’inconnue 
a deux  dimenfions , comme  xx-=zaa—^bb  qui 
eft  une  Equation  du  fécond  degré,  le  Problème 
eft  nommé  Flan. 

Lorfque  l’on  trouve  une  Equation  élevée  au  33 
troifîeme ou  quatrième  degré,  commet* 
ou  acb , qui  font  des  Equations  du  troifie- 

R-S  me 
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îie  ou  du  quatrième  degré  , le  Problème  e(l 

”-°LOTfqu’on'vient  à uneEquationoii  l’incon- 
nue eft  élevée  au  delà 

Problème  étoit  nommé  Lmeatre  par  les  An 

cSÎ^;raisneftplusnatu^^^^^^ 

le  degré  auquel  l’inconnue  eft  élevée^ 


De 


, U CmpHahn  y mf’” 

Fauat'iom,defi-à-dtre^  de  U mantere  d exprimer 
avec  desLijrnes  les  Q^titez  qtn  s'y  rencontrent. 

ON  appelle  ConftruéUon  ou  EfFeftion  géo- 
métrique d’une  Equation, les  exprefliom 
qu’on  fait  en  lignes  des 

inrnnnues  d’une  Equation.  La  conftruttion  ües 

Ktions  d’un  de^é  eft  facile,  puifqu  il  ne  s a- 

It  me  de  ftke  une  ligne 
connue.  Comme  fi  x = f* , que  ^ foit  d un  pied, 
il  eft  facile  avec  la  règle  & le  compas  de  tirer 
une  ligne  d’un  pied.  Quand  le  membre  connu 
Sb,  nef  action  Lroit^ufieurs  ^deurs,com- 

lachofeferoita|ée;caronpeut 

j:,;„  rUmiation  àunc  expreflion  plus  fimple. 


uiec  par  U - 

pour  exprimer  cela  géométrique- 

icnt  c’cft- à-dire , conftruire  ou  faire  une  figu- 
i Su!  eSirime  cette  Equation , il  fautremar- 
'uer  qu?ces  lettres  marquent  des  grandeurs 


'Livre  VL  Chapitre  VIII,  jpi 

proportionnelles  entre  elles;  car  fi 
fa  fécondé  a étant  multipliée  par  la  troifieme  h » 

& leur  produit  ab  divile  par  c la  première,  le 

quotient  de  la  divifion fera  x la  quatrième 

proportionnelle;  ainfix=  Pour  exprimer 

cela  géométriquement,  ayant  pris  A'B  égale i 
c , & AE  égal  à fur  B i’é- 
leve  BC  que  je  fais  égale  à 
4;&de  A par  C je  mene 
une  ligne  ; enfui  te  fur  E 
j ’éleve  une  parallèle  à B C 
ouà<*,quejenomme;r.  Ces  quatre  lignes - 
BC  ::  A E.  x.  font  proportionnelles  ; ainfi 

JB  Cx  AE  ' _ ai 

ab  > V~  “ 

De  même  pour  exprimer  géométriquement  35 
comme  ces  grandeurs  connues fe 
peuvent  réduire  à cette  proportion 
a~^b:  : ou  x,  la  même  figure  ex- 

prime cette' Equation;  trois  lignes  étant  don-  ’ 
nées  on  trouve  une  quatrième  proportionnelle, 
qui  eft  la  valeur  de  jf. 

Lorfque  les  grandeurs  connues  d’une  Equa-  ^(j 
tion  ont  un  figne  radical , on  peut  de  même  l’ex- 
primer géométriquement.  Si  par  exemple , fig. 
)h:v.  xj=\/  ab,  en  tirant  AB  une  ligne  égale  à ^ 

& la  prolongeant jufques  à C,de  forte oiie 
BC  =i  è , & du  milieu  de  AC  comme  centre  rai- 
fant  un  cercle , la  perpendiculaire  BE  fera  la  va- 
leur de  jf  ; çar-H-/^B.  BE.  BC,  ou -H-  s.x.c; 
Z\ïï^ab-=zxx\  àoXiQabzzx. 

R 4 'On 
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On  peut  auffi  faire  la  conftruftion  de  cette 
Equation  j?  = -jzii  » ^ l’exprimer  en  cette  ma- 
niéré. /^Z)  étant  pris  égal  à 4, à4— ^;  ainü 
B D étant  égal  à j’éïeve  fur  B une  perpendi- 
culaire égale  à BZ>  ou  je  mené  de  à £ une 

ligne  droite;&fur  AE 

au  point  E une  per-  

pendiculaire , favoir 

£C,qui  coupe  le  pro-  //  \ 

longementde/^D:  A-  {/ 

lors  l’angle  CEA  eït  ^ 

droit  ; ainfi  ayant  dé-  ^ 

crit  un  cercle  par  les  trois  points  , £ , C , il  eft 
évident  que  -H-  yfS.  B£.  BG,ou  que  a ~b.  b. 
X , j’appelle  x la  valeur  de  BC.  Donc  bb.  divifé 

par  4— • ^eft  égal  àj;  * ; ainfi 

La  conftruélion  des  Equations  de  deux  de- 
grez,  eft  pareillement  facile.  Les  Equations  dp 
deux  degrez  pu  de  deux  dimenfions  fe  rédui- 
fent, comme  nous  l’»vons  vu,  à ces  formules, 

C4X — \rbb^  OU 
xx—ax  — b'}yOyX 
xx=:bb  — ax‘ 

' 1°.  Pour  fai-  ; î;  *. 
re  la  conflruc-  ; • 

tiondexx=:4x  \ . 

— 1- ^^,OU  xjr=:^^  ’» 

— 4x;  furCjD 

une  ligne  droi-  ‘/'ç  3> 

te,  que  je  fup- 

pofeé^leà^,  j’éléveC£  une  perpendiculaire 
quejeiuppofeégaleà  la  moitié  de4,  & del’in- 
tervalle  de  cette  moitié , comme  rayôn,  jefais 
un  cercle,  & je  mène  par£  fon  centre  la  ligne 

ÜE 

* L.  ].  a.  4». 


Digitized  by  Google 


, Lî'ore  V L Chapitre  V III. 

DE.  Puifque  CE  eft  la  moitié  dc4,  donc/#S 

= 4.  Soit  B D :=yfSc  D :=x.  donc  a— y 
donc*ax-^  xy=^xx.  Orpuifque  CZ^  ou  ^ eft 
une  tangente,  donct’^A-.^.^y  ; donc^A;>~^^. 
Ainfî  dans  eetteEquationjfjr  l- jry:  fubfti- 

tuant^Z’enlaplacede  Ay,  qui  eft  la  même  cho- 
fe,  on  aura  cette  Equation  ajt  =rrfjr' — h dont 
on  a fait  ainii  la  conftruftion. 

2®.  Pour  faire  laconftruêtiondecctteEqua-  39 
don  xxzzblf  — xa^  on  fait  la  mêmechofe.  On 
fuppofe  CÜ  (mime figure)  égale  à & CE  égale 
à la  moitié  de  4;mais  on  fuppofe  quefîD  eft  éga- 
le à a.  Alors  0U4-+A.  CDonb.'  BO 

ou  x:  donc4x  -+  xx=zbk  En  ôtant  de  part<S 
d’autre  ax,  viendra  xx  =bb  — ax,  qui  eft  l’Equa-  , 
don  donc  il  faüoit  former  la  conftruêbion. 

3^.  La  conftruêdon  de cetceEquatron  xxz=ax  40 
— fait  ainii.  Soit  4 B égale  à 4,  del’inter- 
vallé.üC  moitié  de  //S  jefais-  un  cercle  ;j’éleve 
fur  E la  perpendiculaire  BD  égaleà'^;je  mene 
par  Z> la  ligne  DC  pa- 
rallèle à /ffî.  Si  cette 
parallèle  ne  coupe 
pas  le  cercle , parce 
que/»  eft  égale  ou  plus 

grande  que  le  rayon  A c F B 
du  cercle  égal  à la 

moitié  de  4,c’eft  une  preuve  que  xx  li’eft  pas 
égala  XX  — z&i',  puifque  b eft  trop  grand  au  re- 
gard de  X.  Soit  donc/’pluspecitqueSC, ainlî' 
DG  coupe  le  cercle  enE,  par  conféquent  EF 

?ueje  fuppofe  perj:>endiculaire, eft  égale  ^BD^. 
e nomme  x la  ligne  & y la  ligne  FB . Il  eft 
évident  « que ou  x.  Fno\xb  FB  ou  y. 

R 5 Ainfj 
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A\ïd\-^  X. h. y.  doTic'a  xy = bb.  Or  on  a fuppoiè 
AF  ou  AT,  plusffî  ou_y  égalà.a;donc>-^-^=4. 
En  multipliant  cetce  Equation  par  a-,  on  a cette 
Equation  xx  xy  —ax'.  plaçant  bb  en  la  place 

de  Ay  qui  eft  la  môme  chofe,  comme  on  vient 
de  voir , on  a aa  H-  = 4a  ; & retranchant  bb 
de  part  & d’autre,  on  aura  xxz^ax-^bb.  Ainfî 
on  a fait  la  conftruftion  de  cette  Equation.  / 

4ï  Par  le  moyen  de  cette  conftruftion  on  trou- 
ve en  ligne  la  valeur  de  la  grandeur  inconnue  ; 

«ce  qui  fe  trouve  encore  plus  facilement  en  ré- 
. ' duilant  dans  uneprogreflîon  de  trois  termes,  les 
trois  formules  précédentes.  i^.OetteEquation 
' ' XX  ■=::  a X -\-  bb  réduit  à Cette  progrelïïon 
“H- A—  a.b.  a;  car  a a— <ja  ■=zbb  ajoutant 
«A  de  part  & d’autre,  on  a l’Equation  dont  iï 
s’agit,  AA  = 4A  -+  bb. 

2®.  Cette  Équation  aa  = 4a  — le  réduit  à 
cette  progreflîon  -rr  a.  b.  a—x.  Qdtxax  — xx 
t=  bb  c,  ajoutant  aa  de  part  & d’autre,  on  a ax=bb 
'-y-xx\  ôtant  bb  de  part  & d’autre , on  a ax  — bb 
= AA,  qui  eft  l’Equation  dont  il  eft  queftion.  . 

43  3®.  Cette  Equation xx-=.bb~  ax^,  fe  réduit  à 

cette  pregreflîon  a— t-  a.b.x\  car  aa  —h  ax 

= ôtant  départ  & d’autre  «a,  on  a cette 
Etmation  aa=:  W — ÆAdontil  s’agiflbit. 

L)ans  ces  trois  progrefilons,^  le  terme  moyen 
eft  connu  ; & dans  la  première  & dans  la  troi- 
fieme,  on  connoit  la  différence  des  extrêmes  - 
qui  eft  dans  la  première— 4 , & dans  la  troifîe- 
me  -f  a.  Dans  la  fécondé,  on  connoit  la  fom-  . 
me  des  deux  extrêmes.  Avec  cela , comme  on 
• le  va  voir  dans  les  trois  Problèmes  fuivans , 
on  peut  connoitretous  les  termes  de  ces  pro-  ' 
greffions. 

Pro- 
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' PROBLEME  I.  ^ 

Soit  cette  -progrejfion  de  trois  lignes' h.  X.  44 
On  cennoit  ia  moyenne  b , que  a efl  égal  à 
la  fomme  de  x de  z les  extrêmes.  Comeitre 
, les  extrêmes. 

Jeprens  /iB  égal  à d,  fomme  des  extrêmes, 
DeC,  milieu  de  comme  centre , &vde  l’in- 
tervalle r!C  o\x  CB  ,\ç  fais  un  cercle.  Sur  B 
j’éleve’  perpendiculairement  B D égale  à U ^ 
moyenne  & par  le  fommet  D je  mene  DG 
( même  figure  que  ci-dejfus  ) parallèle  à j & ^ 

de  E o\x  DG  coupe  le  cercle , j’abailFe  tE 
une  perpendiculaire  fur  AB , qui  eft  égale  à 
BD,  ainfl  EFz=,b\  donc  puifque -H* /f 
FB.  les'  extrêmes  feront  AF  & FB  ; aitrfi  C\z^ 
eft  le  grand  extrême , FB  qui  eft  le  petit  ex- 
’trême,  fera  égal  k x.  , s 


PROBLEME  II.' 

Soit  cette  progrejfion  de  trois  lignes  -H-  x — b d-  b*  45 
X , 0»  -bi-  X — d.  b.  X , la  moyenne  b eji  con- 
nue  , ü’  la'  différence  des  extrêmes  X- — h 
{gj  X.  Connoitre  la  valeur  de  x. 


•P 


E A C & JP 


» 

« 


Je  fais égaIeà,«/;& 
fur  B j’éleve  perpendicu- 
lairement B Ü égale  kb; 
enfuitè  de  C moitié  de 
A B,  & de-  l’intervalle 
CD,  je  fais- un  cercle.  Je 
prolonge  AB  de  part  & d’autre  jiifqu’à  la  cir- 
conférence du  cercle,  après  quoi  A£  ou  B F 
z=:x , car  -rf  x — f-  d.  b.  x. 

Si  la  progreflion  x — d.  b.  x , il  faut 
faire  la  même  chofe , mais  en  ce  cas  oli  x=EBy 
le  plus  petit  terme  eft  B f^égal  kEB-^AB, 

R d ou 
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ou  à jf  — </.  Il  eft  évidentque  la  différence  de 
dejf  Quandlefigneeft— Hy  la 

grandeur*  cft£/f  jà  laquelle  on  ajoute  la  dif- 
férence d,  pour  avoir  le  plus  grand  extrême. 
Quand  le  figne  dt  —,  on  retranche  d acEB 
ou  FA  qui  dl  la  valeur  de 


PROBLEME  III.  - 

Soit  cette  fr ogre ffion  de  trois  lignes  -H-d — f-X.b. 
d , la  moyenne  b étant  connue  , connôitre  la 
différence  des  extrêmes  d.  — f-  x d ,,  laquel~ 
le  eji  X. 


Sur^  extrémité  de  /fP  égale  à d,  j’éleve 
perpendiculairement  BC  égale  à par  & 
C je  mene  une  ligne 
droite  fur  laquelle  au 
point  C je  fais  une 
perpendiculaire  qui 
elïCD;  ainfî  l’angle 

A ^ r\  n <1  • 


A'C  D eft  droit.  ~Je 
prolonge  AB  jufqu’à 
ce  qu’elle  coupe  CD  ; la  ligne  BD , après  en 
avoir  ôté  AB,  fera  égale  à car  ayant  cou- 
pé AD  par  la  moitié  au  point  X,  & de  l’in- 
tervalle AK  ou  KD  fait  un  cercle,  ce  cercle 
paffera  par  C;  ainfi  AB  ou  d.  RC  o\x  b. 
BD  : partant  BD  = d x qui  eft  le  troifie- 
me  terme*  ayant  donc  retranché  de  ^ la 
ligne  DF  égale  iAB,\e  refte  lèra  égal  * dont 
on  cherchoit  la  valeur. 


Ch  A- 
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Chapitre  IX. 

4 

Dt  la  Cot^ûéiio»  ou  EffeSiioù  g/ometri^ue , qtts  4/ 
ejl  UH  Lieu.  Qu* fjl- ce  que  ceLieul  Quand  ejl- 
ce  qu'un  Problème  ejl  un  Lieu  ? Dijlinéiion  des 
Problimes  félon  cette  conjideration. 

DAns  les  Conftruftions  ou  EfFeélions  géo- 
métriques des  Equations  on  cherche  or- 
dinairement une  ligne  droite  ou  courbe,  ou 
une  fuperficie,  dont  tous  les  points  ayent  un 
même  rapport  aux  points  d’une  même  ligne 
droite  à l’égard  de  l’un  de  fes  points.  Une 
ligne  droite , une  ligne  courbe , une  fuperficie, 
ne  font  pas  diftinguées  de.s  points , par  léfquels 
elles  pafleiit;  ainfi  par  un  Lieu  géométrique  il 
faut  entendre  le  paffage,  ou  les  points,  par  lef- 
quels  paflTe  la  grandeur  qu’on  cherche.  Une 
Conllrudion  ou  Effedion  géométrique  efl 
donc  un  Lieu , fi  ce  n’eft  pas  feulement  un  point 
qu’on  propofe  de  trouver,  mais  une  fuite  de 
plufieurs  points , qui  comparez  avec  un  certain 
point  & une  certaine  ligne  droite,  ayententre, 
eux  les  mêmes  rapports.  Et  alors  l’Equation , 
qui  exprime  ces  rapports , s’appelle  un  Lieu  ; & 
le  Problème  qu’on  entreprend  de  réfoudre , eft 
aulTi  un  Lieu.  Il  y a plufieurs  fortes  de  lignes  ; il 
y a aufli  plufieurs  fortes  de  lieux, des  cercles,  des 
lignes  droites  & courbes  de  differentes  efpe- 
ces.  On  dit  ainfi  d’un  Problème,  qui  efl  un 
Lieu , que  c’efl  ou  à la  ligne  droite , ou  au  cer- 
cle, ou  à quelque  efpece  de  ligne  courbCi 
Les  Problèmes , qui  font  indétermiriez , font  ^3 
des  Lieux  : car  ils  peuvent  avoir  plufieurs  diffe-  , 

R 7 ren- 
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rences  réfolutions.  Voyons-en  des  exemplès;& 
comme  toutes  les  réfolutions  s’expriment  par 
une  léule  Equation , commençons  par  un  lieu 
qui  foit  une  ligne.  La  ligne  LL  en  fera  un,fî  l’on 
peut  mener  de  tous 

les  points  les  lignes  ■ , > 

LN,  LN,  paralle-  \ 

les , qui  rencon-  , 
trent  une  ligne  V'  \ 

droite  yfA/;& ayant  y \ \ — 

prisfurlali^e/^^AT  A N ^ 

un  point  Â à volon-  ' / 

'té,  chaque  ligne  LiV  a un  même  rapport  à la 
‘ partie  /IN,  qu’elle  fait  par  fa  rencontre,  par 
exemple,  fila  ligue  LL  cft  droite,  & qu’elle 
rencontre  la  ligne  droite  //JVTen  /#,  il  efi  évi- 
dent que  chaque  ligne  droite  LN  a un  même 
rapporté  chaque  partie  /iN;  ce  quife  péut  ex- 

• primerpar  cette  Equation  fi  je  fup- 


produit  de  b par  x , qui  efi  bx  divifé  par  a , fera 
la  valeur  de  y ; ainfi  y = -v*  ^ette  Equation 

marque. que  ce  lieu  efi  une  ligne;  car  il  n’y  a 
qu’elle  qui  ait  cette  propriété , que  toutes  les 
lignes  qu’on  tirera  de  AL  Ç\xxAN,  feront  toutes 
k an  comme  efi  à ^ ; ainfi  vous  voyez  que  le 
Problème  oh  il  s’agit  de  trouverLL,eft  un  lieu; 
qu’a-infi  ce  Problème  efi  indéterminé , étant  ca- 
pable de  differentes  réfolutions  ; & ce  lieu  ne 
peut  être  qu’une  ligne  droite  : car  il  n’y  a que 
celle  dont  LL  occupe  la  place,  qui  ait  les 
proprictez  de  la  ligne  droite.  ^ 
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Un  Problème  efl:  un  lieu  à un  cercle , & il  eft  4© 
indéterminé , quand  on  propofe  de  trouver  une 
ligne  dont  le  quarré  foit  égal  à un  plan  ; car 
alors  il  fàut  de  néceflité  fuppofer  des  grandeurs 
connues , comme  par  exemple  , que  les  côtez 
du  plan  font  aôcéj  que  ÀB  zsa^&.  BD  =:è. 
AD:=z  a à.AC=CD. 

Sur  C comme  centre  je  fais  y - 
un  cercle , & fur  B la  perpen- 
diculaire  B£,  alors -H- B.  /|  \ 

BE.  BD;  donc  ab  = BE  ; A~b  b !D 
alnfi  fi  B£ = , donc  ab = xx  ou  = x.  Ce 

X ■ 

Problème  eft  indéterminé  : car  quelque  raifon 
que  je  fuppofe  entre  les  parties  de  , le 
quarré  de  la  ligne  qui  tombera  perpendiculai- 
rement entre  les  deux  points  A &.  D , aura 
toujours  fon  quarré  égal  "ïm  plan  des  parties  de  ' 

AD , c’eft- à-dire  J que  ab  :=:xx,  ou.  ^-zzx.  Ce 

Problème  peut  donc  avoir  une  infinité  de  réfo- 
' lutions.  Vous  voyez  que  pour  trouver  uneE- 
quation  J il  a fallu  fuppofer  des  lignes  connues 
ab  & BZ), autrement  on  ne  l’auroitpu  finir._ 

Il  n’y  a que  le  cercle , qui  dans  toutes  fes  par- 
ties ait  toujours  cette  Equation. 

C’éll  ainü  que  parles  Équations  on connoit 
la  nature  de  toute  ligne  droite  & courbe,  pour- 
vu qu’elle  fe  puilTe  faire  par  un  mouvement  ré- 
gulier & uniforme.  C’eft  àconnoitrelanature 
des  lignes  courbes, que  fert  ladoftrine  des  lieux; 
aiôû  c’eft  Une  matière  qui  ne  nous  regarde  pas. 


_ Csà- 

àt 
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Chapitre  X. 


50  On  ne  peut  exprimer  géométriquement  avec  la 
règle  ^ le  compas  ^ que  les.  Equations  Jimples  ^ 
OH  qui  ne  font  que  de.  deux  devrez.  ; on  ne  peut . 
donc  pas  avec  la  connoijfance  de  ces  Elémens , 
réfoudre  les  Problèmes  Joiides. 


O N vient  dte  voir  comment  onpeutréfbu- 
dre  avec  le  compas  & la  règle , c’eft-à-di- 
re,  en  tirant  des  lignes  droites  & raifant  des  cer^^. 
des , les  Equations  qui  font  d un  ou  de  deux  de- 
grez.  Cela  ne  fe  peut  pas , quand  elles  en  ont 
davantage.  Voyons-le  dans  un  exemple.  Le 
Problème  de  la  t’rifedlion  de  l’angle  eft  fameux. 
Un  arc  de  cerde  étant  donné,  on  propole  de  le 
couper  en  trois  parties ^ales,&par  conféquent 
trouver  une  troifieme  partie  de  l’angle  propo- 
fé,  dont  la  troifieme  nortion  de  cet  arcfoitla 
mefure.  La  corde  B E 
de  l’arc  BCOE  elt  con- 
nue. On  propofe  de 
couper,  cet  atc  en  trois . y ,<p 
parties  égales.Sélon  les 
règles  de  la  méthode,  je 
fuppofe  la  chofe  faite , 
c’eli-à-dire , que  BC 
. =CX>  = D£;je  mene 
CF  parallèle  à DH', 
ainfi  GF  =z  D H : & 


puifque  CG:=DH,  partant  CF=zCG  ; ainfi  lé. 
triangle /CG  eft  un  ifofcele.  Les  angles  BCG 
& BGC  font  égaux;  car  la  mefure  de  SCG  eft  , 
la  moitié  de  l’arc  BK,  &;  celle  de  BGC  eft  la. 
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moitié  de  /CE,  plus  la  moitié  de  BC  ou  de  DE 
égal  k BC ».  Or  B E eft  égal  k KD’, donc  ces 
deux  angles  qui  ont  môme  mefure  font  égaux  : 
partantle  triangle  CBG  eftifofcele.  Il  a un  an- 
gle commun  avec  ECG  ; ces  deux  ifofceles  font 
donc  femblables.  B /IC  eil  auffiifofcele,  &ila 
un  angle  commun  avec  CBG , favoir  BCG  ; ces 
trois  triangles  font  donc  femblables  ^ 

Ces  trois  triangles  BAC , CBG , FC  G étant 
femblables , il  fàutque-fryfB.  BC.  CG.  GF^- , 
donc  àiBCz^z,  félon  ce  qui  a ^té  dit 

ci-deflüs‘^,-H-i.  Z.  zz.  zzz. àonc  FG  zizzzz. 

Je  nomme  b la  ligne  connue  B E ; or  CD  = FH 
zzBC=zBG  = lÆ’,  donc  B G -h  EG  H- G// 

—h  HE  eft  le  triple  de  BC  ; ainft  il  ne  s’en  faut 
que  la  valeur  de  EG  que  B£ , ou  /ne  foit  triple 
de  BC.  Or  FG  =;  zzz , donc  b —1- zzz^3  z » 

OU«t2=3«— /. 

Voilà  jufqu’oh  nous  pouvons  pouflêr  ici  ce 
Problème,  mais  vous  voyez  que  nous  n’avons 
rien  dans  les  Elémens  précédens  dont  on  puilfe 
tirer  un  moyen  pour  connoitre  la  grandeur  in- 
’connue  z , lâchant  feulement  que  fôn  cube  zzz 
eft  égal  à trois  fois  elle-même,  c’eft*à-dire,  à ' 
3 z , après  en  avoir  retranché  la  grandeur  con- 
nue/, 

Ce  Problème  fè  réfout  aifément  par  des  51 
voyes  méchaniques.  Soit  l’arc  BC , mefure  de 
l’aiigle  BAC,  qu’il  faut  couper  en  trois.  Je 
prolonge  vers  E le  diamètre  CE,  & appliquant 
une  règle  fur  S , & fur  le  prolongement  de  CE, 
je  cherche  le  point  D dans  le  cercle  tel  que  la 
ligne  Au  loit  égale  à DE  ; l’ayant  trouvé  en 

tà- 

xL.x.u.  &*52>  b.  L.x.n.  ».  t« 

c 4. 4«  H.  10.  ' 4 /b/,  n.  XI, 
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tâtonnant,  je  dis  que  l’arc  DF^erz  le  tiers'de . 

B (J  J,  ou  que  DAF  le  tiers  de  BAC  ; ce  que 

je  démontre. 

A D E D A B font  ifofceles:doncZ)JB^  . , 
sziBiJA,  & DAE'=l  üEA:  l’angle  BD  A exté- 
rieur, eft  égal  aux  deux  intérieurs  DEA  ^ 
DÀE\  donc  DBA  efl:  égal  à ces  deux  mêmes  an-  ' 
gles,&  par  conféquent  il  efl:  double  de  l’un  & de 
l’autre.  L’angle  BAC  extérieur  efl:  aufli  égal 
aux  deux  intérieurs  D E A{o\xïon  égal  DAF') 

& à DBA ^ partant  il  efl:  triple  de  Z>/fi^moitie 
de  DBA\  ce  qu’il  fallait  démontrer.. 

J’auroispu  ajouter  plufîeurs  choies  touchant 
les  Equations;  mais  ce  que  j’ai  dit  fuffit,  car 
pour  faire  ufage  de  ce  qu’on  en  peut  dire  de 
plus,  îlfeut  avoir  étudié  les  Elémens  des  li- 
gnes courbes. 


Chapitre  XI. 

52,  s E[fais  de  la  méthode  fur  quelques  Problèmes. 

^ _ t 

ON  peut  tenter  la  réfolution  d’un  Problè- 
me par  deux  voyes.  La  première  n’efl: 
qu’une  application  des  Elémens,  qui  font  dé-  . 
couvrir  quelque  moyen  particulier  au  PrOblê-  . 
nae  dont  il  s’agit & qui  ne  peut  pas  fervir  dans . 

un. 


V 
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un  au  tre.  La  fécondé  voye  eft  l’ordre  que  pref' 
crit  la  méthode  que  nous  enfeignons  ici , lelon 
laquelle  on  trouve  ce  que, l’on  cherche  d’une 
maniéré  d’autant  plus  excellente,  qu’elle  s’é- 
tend généralement  à tout  Problème,  Donnons 
un  exemple  de  ces  deux  voyes. 

PROBLEME  I. 

BAC  eft  unifofcele.  On  propofe  de  couper  53 
' fes  côtez  A B , AC  par  une  parallèle  à la  bafe  ^ 
JSt-;de  forte  que  cette  parallèle  foit  égale  à ce 
quireftedes  côtez,  c’eft-à-dire,  ( je  fuppofe  la 
. chofe  faite)  que  ÜB  = DE. 

Fr  entier  e marner e. 


Je  fuppofe  la  chofe  faîte,  favoîr  que  BD 
, = DE. , donc  le  triangle  BD  A eft  ifofcele  ; ainli 
les  angles  DBE^à:  DEB  font  égaux.  Or  les  an- 

fles  CBE  &.EBD  font  auflî  égaux ’t:  partant 
'.BC  &L  EBD  font  égaux  ; par-  A- 
tant  la  ligne  B E coupe  par  la  . à 
moitié  l’angle  D B 6\  D’oîi'jé  /\  ' 

connois  que  dans  un  triangle  d / \ » 

ifofcele,  tel  que  B/fC,  en  divi- 
fant  en  deux  l’angle  ABC  par  \ 7 

une  ligne  droite  B£, Amenant  ^ — 

par  E une  parallèle  à SC,  elle, 
fera  égale  à DB  ; ainfi  par  cette  propriété  du 
triangle  ifofcele  je  trouve  le  moyen  de  réfou- 
dre le  Problème  propofé  ; mais , comme  vous 
' voyez,  ce  moyen  eft  particulier  & propre  à ce 
feul  Problème. 


Seconde  maniéré, 

Suppofant  la  chofe  faite,  jè  nommer  la  ligne  54 
AB  qui  eft  connue,  & ^la  bafe  B C aufli  connue, 

& A-  la  grandeur  inconnue  /f B que  l’on  cherche; 

' ainfi 

* X.  a.  *.  aj. 
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ainfî  comme  EC-^a^x^  auffi  DE  = — x, 
il  eft  évident  que  a.  d:  : x.  a — x , donc  aa — ax 
= dx.  J’ajoute  de  part  & d’autre  <74? , & il  vient  - 
; je  fuppofe  c:=:d—\-at  ainfî 
cxzsdx-j-ax'yéc  par  conféquent  au-lieu  de 
dx  — f-  «^/mettant  ex,  j’ai  aazzcx’,  donc  -H-  c.  a. 

X : ainfi  il  ne  s’agit  que  de  trouver  une  troiüeme 
proportionnelle  aux  deux  lignes  connues 
ce  qu’on  a enfeigné  *.  Cette  fécondé  maniéré 
analytique  eft  générale  > & n’eft  point  particu- 
lière à ce  Problème. 

P R O B L E M E 1 1. 

55  Connoitre  chaque  coté  du  triangle  KRQ,  ,comoif^ 
faut  la  fomme  de  chacun  de  deux  de  fes  cotez. 

SokdB  =4f,  & -4-  BCrs4,  & -f 

& SC  alors  B Cz=ia  — x,  & 

ACz=:h  — X.  Ox  AC — |-fî  C ; donc  4 — x 

\ — — ou  24f=:f.  Donc  ajoutant 

1 de  part  & d’autre , on  aura  a-{-b:=zc—\-^x-, 

' Otant  c de  part  & d’àUtre,  on  aura  f 

. = 2 4f. 

Ainfî  pour  trouver  la  valeur  à&x,  il  faut 
joindre  les  deux  lignes  aSih,  retrancher  du  tout 
la  ligne  c ; la  moitié  de  ce  qui  refte  fera  la  va- 
leur de  jr. 

/ 

PROBLEME  III. 

$6  Z ejl  UH  des  citez  d*uH  triangle  reéî angle , "X.  ejl 
y autre  côté,  dont  la  différence  avec  l^byfotht» 
nufe  eji  b.  ‘Trouver  la  valeur  de  b. 

L’hypothenufe  eft  x-f  Donc  aa-\-  xx 
, t=  —h  2 bx-\-  bb\.  Otant  XX  de  part  & d’au- 
' • tre  ; =:  2 — f bb"',  retranchant  encore  bb , on 

aura aa—bb^2bx\  prenant  cczzaa  — bb\,.orL 

au- 

, t Xp.4«».7I,  a.  Sf. 
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aura  Donc  -ff-  2 tf.  x.  Il  ne^’agit 

donc  que  de  trouver  une  troifieme  proportion- 
nelle aux  deux  grandeurs  connues  2 ^ & r . 
PROBLEME  IV. 

a eji  Phypothemfr  drun triangle  reSiangU ,^hîa  57 
différence  des  deux  cotez,,  ‘trouver  ces  cotez,. 

. Soit  nommé  .v  le  plus  petit  côté  : donc  le  plu» 

f;rand  eft  ainfi  aa-=x%xx—^’2.xb—\-  bh. 

e retranche  bb=iàQ  part  & d’autre,  & j’ai  aa 
—.bbz=.^xx  -4-  ^xb.,0\i.  \aa  — \bbizi  XX 
-4-  xb.  Je  mets  en  la  place  dci  aa--\bhy{^ 
quarré  cc  que  je  lui  trouve  égal  •.  J’ai  doncftf 
zsszxx — Ybx ^ ou  cc — bxrzixx  ; ainfi  -H-  x b, 
c.  X.  On  trouvera  donc  la  valeur  de  x •». 

PROBLEME  V. 

a eJi  ï* hypothenufe  cCun  triangle  reét angle.,  Çs’  b jg 
la  fomme  des  deux  cotez,  trouver  ees  cotez. 

Soit  nommé  x un  de  ces  côtez  ; donc  l’autre  - ^ 
fera  b — x:  ainfi  aa=:bb~2bx—^2xx.]  'ajoute 
ibx,  ainfi  2^;f-4-  aaz=:bb—tzxx.  Je  retran- 
che encore  &yai  2bx  aa~-bb=z2  xxl 
Je  mets  dd'cn  la  place  dit  aa  — bb^  que  j’ai 
trouvé  égal  <=:  donc  2bx  dd  xz  2x x.  Je 
divife  le  tout  par  2 , pour  cela  je  cherche  cc 
égal  à la  moitié  de  dd<^  \ ainfi  b x c c:=zx  xi 

donc  -^x.c.  X — b.  Je  puis  donc  trouver  la 
valeur  de 

PROBLEME  VI. 

aa  ejl  l*aire  ou  fuperficie  d’un  parallélogramme  59 
reâangle , x fon  petit  côté , x-4“b  le  plus 

grand.  On  cherche  ces  deux  cotez. 

Le  produit  de  x par  * -4-  ^ eft  l’aire  de  ce 

pa- 

a fup.  n.  Z V k fup.  n.  ) S.  &*  4}.  c f»o,  h.  >4. 
c Jitp.n,  i%.(ir<c.  , 
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parallélogramme;  donc  xx  xbzzéa’,  aînlî 
' X . a.  X b.  Ce  Problème  fe  réfout  par 

conféquent  comme  le  précédent.  f- 

Probleme  VII.  •> 

\ 

CO  X eji  le  plus  grand  côte'  d'un  triangle  reiiangle  : 
fa  differente  avec  l' hypothenufe  eft  a , qui  efi 
ainji  X — h a.  La  differente  de  cette  hypothe- 
nufe  avec  l'autre  côté^  aui  ejl  plus  petite  qu'eU 
le^efi  b\  ainji  ce  côté  ejt^—y-^  — b.  On  cherr 
che  ces  trois  cotez. 

Les  quarrez  des  deux  càttz x ài  x a — b 
font  égaux  à celui  de  Thypothenufe , laquelle 
eft  X —f  4 ; ainfî  2.x x 2ax  — 2b x — 2ba 
—raa—\-hb'=zxx  -+  2 ax  — f-  aa.  J’ajoute  de 
part  & d’autre 2 &;  j’ai  2xx—^2ax  — 2bx 
— l"  — h bb  z:z  XX  2ax  aa  — H 2ba.  Je 

retranche  de  part  & d’autre .r^r  2ax-\-aa’y 

& j’ai  X X — 2bx  bb=i  2ba.  ]c  retranche 
—H  bby  & j’ai  -^2bx=z2ba  — bb\  prenant 

d égal  Ï2b  & ff  égal  à'  2ba — bby  j’ai  xx — dx 
=«:<•;  ainft  x.  c.x  ~ d.  Ce  qui  lé  réfout  ai- 
■ fément 

PROBLEME  VIII. 

h-efî  la  perpendiculaire  tirée  de  l'angle  droit  fur 
Phypothenufe  d'un  triangle  rectangle:  ^ ejl  la 
differente  des  deux  parties  ou  fegmens  de  l'hy^ 
potheuufe,  Trouver  ces  fegmens. 

. Soit  X le  plus  petit  fegment  ; donc  le  plus 
grand  fera  x -\-'a.  Or-^,x—>f-a.b.x\.  Donc 
ce  Problème  fe  réfout  comme  on  l’a  enfcigrié  J. 

PrO, BLEME  IX. 

La  ligne  eji  coupée  dans  un  de  fes  points  y 
comme  C ; on  propoje  de  la  prolonger  jufqu'à 

t 3**&*4J« 


a 


X 


C B 
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D t de  Jarte  que  le  reSianzle  fait  de  AD  ^ de 

B D foit  égal  au  quarré  ae  CD. 

Je  fuppofe  la  chofe  faite.  Soit  4C  = 
CB=è,  6lBD=^x.  Il  eft  queftion  de  trou- 
ver la  valeur  de  BD,  ou  de  x.  Je  multiplie  4D 
ou  4 ^ H- ;e  par  BD , c’eft- à-dire , par  x , ce 
qui  fait  ax  -+  l>x 
-i-xx,  lequel  pro- 
duit félon  la  queftion 
eft  égal  au  produit  de  A,. 

CDoude^-f-A-mul-  • 

tiplié  par  lui-même  ; 

c’efl-à-dire,  que  ax 

—\-lfX  — h xxzzbb  -1-  zb  x—^  X X.  J’ôte  des 
deux  membres  de  cette  Equation  bx—^xx,  & 
il  refie ax=.bb-\-  bx',]Q.  fais  pafTer  è v de  l’autre 
côté  3 afin  que  la  grandeur  connue  relie  toute 
feule , & j’ai  ax  — bxz=i  bb.  Pour  réduire  cette 
Equation  aux  plusfimples  termes,  je  la  divife 

par4~^,  & alors laquelle  Equa- 
tion fe  réfoutdans  cette  progrelïïon  a— h. 
b.  X,  dont  les  deux  premiers  termes  étant  con- 
nus , le  troifieme  que  je  cherchois , qui  efl  jr , 
me  fera  aufii  connu  ; ainfi  pour  faire  le  Problè- 
me il  faut  prolonger  la  ligne  AB  de  la  grandeur 
X qu’on  vient  de  connoitre. 

La  réfoluùett  de  chaque  Preblême , donné  la 
eonnoiffance  d'un  nouveau  'Théorème  : Car  filou 
te  qui  vient  d'être  prouvé,  le  quarré  de  BD', 
prolongement  d'une  ligne  , plus  C B partie  de 
cette  ligne , efi  égal  au  reéiangle  fait  de  KD  ^ 
de  BD;$f5’  ce  prolongement  efile  troifieme  terme 
d'une  progrejfion,  dont  AC  — BG  efi  le  pre- 
mier terme,  ^ BClefecouM  La  plus  grande 

par- 
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partie  des*théorêmes  font  les  fruits  de  VAnalyfe^ 
qui  ^ comme,  vous  voyez,  ^efi  une  fource  féconde  dt 
véritez. 

PROBLEME  X. 

ÔJj  LaligneKBeJl  coupée  en  C‘  On  propofe  delacotf 
per  derechef  en  D ; de  forte  que  le  reHangle 
A C — h D C far  G D - foit  égal  au,  quarré 
déDB. 


I 


Je  fuppofela  chofe  faite.  Il  faut  trouver  la 
eurdeC/>.  Soit  &C  & 

CD-=.x\  ainfr£>B=:A— jf.  Le  rcdUngle  de 
AD  par  C Z)  eft  ^ jr 

> a r-r* • ■ • ' 


XX ^ & le  quarré 
de  Z)  B eft  bb—j.bx 
—+•  XX  donc  félon 
la  queftion  ax-^xx 


D 


sibb  — 2b x ~+ X X.  ........—S 

Je  retranche  xxdz 

part  & d’autre , & 2 . J e fois  paffer 

2 bx  de  l’autre  côté , afin  que  le  connu  foie  feul, 
. <wr-+-2^x=^è;je  cfivife  cette  Equation  par 


<i-H- 2^,il  vient  je  réduis  cette 

égalité  en  proportion  a -+•  2 b.  h.  x,  les 
deux  premiers  termes  font  connus,  donc x le 
fera  aufli;ainfi  en  prenant  fur  CB  la  ligne  CD 
égale  à X,  on  aura  foit  ce  qui  étoit  requis. 

PROBLEME  XL 

64  La  ligne  droite  AB  eft  coupée  en  la  ligue  BD 

iiftinie  eft  Perpendiculaire  für  AB  ; il  faut  de 
A mener  A D une  ligne  fur  BD.  de  forte  qstc  ' 
AD=BC-|-BD.  •'  ’ 

Je  fuppofe  la  chofe  faite,  & que  ABx=a^ 
BC:=:b,  & B P=x  valeur  que  l’on  cherche. 

. Sc« 
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-Selon  la  queftion  A D=.BC  — f- B D , partant 
AÛTZib  -1-  X.  Or  puifque l’angle  ABD  eft  droit, 
le  quarré  de  ou  de  ^ — H a-,  lequel  quarré 
c9ûhb  —\-ii)x-+  eft  égal  à ceuxde  AB , & 
de  b D , qui  font  a a 
6^xx.  Ainii^^  — f-  2bx 
X x=zaa  xx\ 
ôtant  de  part  & d’au- 
tre xx,  il  vient 


2bx-=r,aa.  Afin 
que  l’inconnu  foie  A 
'tout  d’un  côté,  faifant  changer  de  place  à 
nous  aurons  2bx=z  aa—bb  •,  que  je  diviie  par  2 

&j’aix— laquelle  Equation  fe  réduit 

ainfi  dans  cette  proportion  2 b.  a— b::  a-^. 
dont  les  trois  premiers  termes  étans  connus , le 
' quatrième  x fera  connu  ; ce  que  l’on  cherchoit.  ■ 
PROBLEME  XII. 

Deux  lignes  parallèles  AB  & CD  ^ font  données  6$ 
par  ùojition  'avec  CF  , comyne  auffi  Us  points  F 
^ É.  On  propofe  de  mener  F D coupant  A B 
^ CD  prolongées  au  befoin  , de  fjrte  que  AB 
fait  à E D , comme  AF  e(i  à AG. 

Soit  A F z=:a^C  Bxzb,  CE=:c,  AG^d^Sc 
A B =iie. 

Nous  fuppofons  la  chofe  faite  : partant,  fé- 
lon l’hypothefe  a.  d\  \ x.  ED.  Multiplianc 
donc  X par  d,  & divifant  le  produit  qui  eft, 

dx^dx  a,  \q  quotient  — =:££).  Les  deux  • 

A 

triangles  AFB  ^ FC  D font  femblables  : 
x'.\  b.  C D.  Or  C D zs-C  E —{■  E û , & par- 
tant C D E2  c — |-  . Le  produit  des  extré- 

S mes 
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tnes  a&c—^  ~ , qui  efl:  F(v^ 

ëf  H-  dXf  efl  égal  à celui 
des  moyens  : Donc  ac  —j-dx 
t=ièx.  Je  tranfporte— f-i/jf. 

Cl  \ïentac=:bx--dx.  Je.  VB 

divife  cette  Equation  par"^ 

ôcj’aijT  =:  la- 

quelle Equation  fe  réduic^f“ 
en  cette  proportion  i>  — d.  1 
c::  a.  x , dont  les  trois c 
premiers  termes  font  con- 
nus. 

PROBLEME  XIII. 


\ 

\ 


\ 


£ S 


^(5  Mesurer  une  hauteur  inaccejfible  AB  , ^ fa 
dtfiance KQ  ^Par  le  mo'jen  de  deux  bâtons  CD 
isf  EF. 

Je  fuppofe  quQ  ACz^x B =iyyC E=bi 
G D-zza,  & FH^c',  alors  ppifque  les  trian- 
gles B /!/«&£ 

GDF  font 
femblables, 

AB.  GD 
::  FA  FG\ 
jnais  FA. 

^G  FI.  ÿ . 

FK^  à caufe  , 

.des  paralle- 
•lesGD,3/'/; 
donc  AB. 

GD::  FI. 


FK 


ou 


leurs  égales  A X c 

AE  & CE, 

:3inriy.  a:i  x~^h.  b,  par  confêqucnt  y-r=<»^ 
•"-4"  - ' Les 


t: 


,.ÿ|c 
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Les  deux  triangles  BHF&,  BGDfontfem-  , 
blables;  donc  comme  BÛ  eftk  B F,  ou  IK  à 
IF,  ou  AC  k A Fy  de  même  GD  eft  à //F; 
ainû  AC.  AE  : : GD  FH,  ou  x.  x h'.  i à. 

partant  xc  :=i  ax—^al>  \ ôtant  ax  de  part  êC 
d’autre,  il  relie  xc  — ax-=.ab  \à\\'\ü.ut  i’un  & 

l’autre  membre  par  ^ , on  a a-  = ; ainû 

f-^aa::  h.  x.  On  connoit  les  trois  premiers 
termes  de  cccte  proportion  ; donc  a le  quatriè- 
me que  l’on  cherche  fera  aulli  connu. 

Puifque  l’on  a trouvé  ci-delTus  que  hy=zax 
— 1 ab^xc-z^ax—^Aj^  W s’enfuit  que^yrrtA, 
étant  égaux  à la  même  grandeur  «a  <7^,  par- 
tant^. «•:  : A.  y.  Or  A eft  déjà  connu:  donc  les 
trois  premiers  termes  étant  connus,  on  connoi- 
tra  le  quatrième  terme  y que  l’on  cherchoit. 

PROBLEME  XIV. 

Deux  Marchands  ont  mis  en  Société  iz  livres  Ô7 
ont  34  livres  ; ie  premier  a pris  7 livres^  ' 

tant  pourmtje  que  pour  gain  pour  deux  mois\ 
le  fécond  a pris  39  livres , tant  pour  fa  mife 
que  pour  fan  gain  pour  cinq  mois.  On  demandé 
■ la  mije  ie  gatn  d'un  chacun  e/i  p.irsiculier, 

La  mife  des  deux,  12  = «.  La  mife  du  pre- 
mier foie  A ; ainfi  celle  du  fécond  eft  a — x. 

La  mife  oc  gain  du  premier  eft  7=:^:  donc 
^ — A fera  le  gain  du  premier. 

La  mife  & gain  du  fécond  eft  qpzrr  : donc 
# — <1-4  A fera  ie  gain  du  fécond.' 

Or  comme  la  mife  du  premier  niultipliée  par 
Ton  tems,  eft  à fon  gain;  ainfila  mife  du  fécond 
multipliée  par  fon  tems,  eft  à fon  gain  ; c’eft-à- 
dire , 2 a.  i — a : : 5 à •—  5 a.  c~  a x.  Le 
produit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  de  ceux  du 

S 1 ml- 
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milieu;  donc  2<*Ar— |- 5<pp 

xx\  & ajoutant  de  part  & d’autre 
2 & retranchant  en  même-tems  2 .rx , on  au- 

ra 2 xc  — 5 ^ 3^^ il  ajoute  de 

part  & d’autre  ce  qui  me  donne 

*icx~^^ax--{-s^xrzsal/-i-2xx.  Je  fuppole 

que  = 2 ff-h  3 <1  -f  5 ^ ; airifi dx  1^5  ah  -h  ^xx-, 

jeprens  aufli/=5  ab,  que  je  retranche  de  part 
^ & d’autre,  & j’ai  dx^f=2  xx.  Enfuite  pour 

léduire  cette  Equation  dans  une  formule  qui 
me  donne  la  réfolution  de  la  queftion,  jefuç- 
pofe  <^=3,ç  &/=:3y&;  ainfi^A-— je 
trouve  un  quarré  égalà  h , que  je  nomme  //,  par- 
tant gx~~  11= XX  ; laquelle  Equation  fe  réduit  à 
<:etteprogreffîon  at.  l.x,  caTgx—xxz=ll 

& par  conféquent  gx=:  ll~+xx , &gx  --  Il , 
^jKx,  Les  extrêmes  de  cette  progreflion  font 
g^x  & A- , dont  g eft  la  Ibmme.  On  trouvera 
leur  'diftcrence  fi  fur 
JB=Pg  .ayant  décrit 
1&  ceràe  AG  B , on 
éleve  perpendiculai- 
rement B D=l,  & 
l’on  tire  de  DG  paral- 
lèle à & du  point 

E , la  perpendiculaire  EF  qui  coupera  AB  aux 
pointscherchez.La  grandeur  inconnue  que  l’on 
çherchpit  eft  x.  Or  comme  dans  ce  Problème 
'.on  cherche  la  valeur  de  A-  en  nombre,  il  faut  du 
ouarré  de  C£  ou  CB, moitié  de  /fB  ,fomme 
des  extrêmes  connus,  ôter  le  quarré  'FE=U 
aufli connue, il  refteralequarréde  C/'’,  moitié 
fde  la  différence  des  extrêmes',  dont  la  racine 
..ajoutée  à CB  donnera  le  plus  grand  ; & en  étant 
yiôtè,  Iep.IuspetitAr  = 3,  mifedupremier;aprè* 
' ^uôi  tout  le  refie  eft  facile. 

Aver- 


ÏÀvre  VI,  Chapitre  XL  4’T^' 

A V E R T 1 s s E M E N T. 

Oft  va  voir  dans  les  deux  Problèmes  futvani 
Pufa^e  qtdon  peut  faire  de  la  méthode  qtC on  vient- 
d'enjei^ncr  pour  réfoudre  des  Problèmes  qui  fem- 
bleroient  ne  point  appartenir  a la  Géométrie , dont 
cependant  la  réfolution  en  dépend, 

PROBLEME  XV. 

Soit  le  Billard  ABCD.  QtP  il  faille  toucher  la 

Bille  W par  deux  bricoles,  avec  laBilleléi. 

* •, 

L’anglexl’incidence  & de  réflexion  font  égaux; 
fuivant  ce  principe,  on  fuppofe  que  A pouflTée 
au  point  / doit  réfléchir  vers  A , & de  L à /A 
C’ert  donc  ce  point  ^ ^ X . » 

I qu’on  demande. 

Ayant  mené  par  K 
laligne£f’,pmlle- 
le  au  côté  CZ>  par 

l’autre  point  //,  la  ' 
ligne  GH  parallèle  ài 
BD.  SoitAF=tf,(, 

FB=b,  BG  = d,GHznf,&FI:=:x  : donc  B/=:  ô 
Les  triangles &l  IBL  étant  fembla- 

bles,  X.  a:  : b^x,  BL.  Donc  BL  r= 

X > 

& en  corrigeant  cette  expreflion  BL  =2  a. 

Or  GB  -^BL'zz  GL  : ôtant  donc  — <*  de  d,oiL 

Aura  G L=zd-{- a— 

X , 

Les  triangles  AA/ &LG/f  font  feniblables. 
doncrf.  x;:  d f : donc  af  = dx  ■ 

S 3 
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^MX-^fhiàonc  ajoutant  abàe  part  & d’autre 

&divifant  par  i — r 4 , on  aura  ^ 

remettant  cette  Equation  en  proportion , on 
aura  d ^ a.  f-ï  ü:  : a.  a , c’eil-à-dire , que 
JF  / eft  une  quatrième  proportionnelle  à ces 
trois  lignes  G -,-K  l- , ü H—yt  o , & K i"; 
elles  font  connues:  partant  fl  qu’on  cher- 
choit  le  fera  ; ainli  le  point  I. 

Si  on  voit  donc  que  la  Bille  K aille  par  deux  , 
bricoles  toucher  la  Bille  , il  faut  frapper 
K de  manière  qu’elle  aille  à / , d’oü  elle 
réfléchira  à ^ & de  L à /i  ; ce  qui  étoit  pro- 
pplé. 

Problème  XVI. 

Cç  D^eux  points  ou  deux  lieux  étant  donnez  ^uvee. 

■ un  plan  éloigné,  de  ces  deux  points  ^ J on  de- 
■tna^de  «»  poiut  fur  ce  platt^  ok  il  f4Ht  » 
‘pour  arriver  d'un  lieu  à PàuPre  pur  le  chenasn . 
» ig  plus  court*  . . 


Ou  ce  qui  revient  -au  môme  : 


Un  objet  lumineux  étant  donné  -avec  un  mirotr , , 
un  œil  hors  de  ce  miroir^  trouver  le  potnp.' 
de  rifiexion. 


* Soient  les  points  & E donnez;  & foit- 
aufli  le  plan  BF.  On  demande  fur  ce  Plan  le 
point  U tel  que  la  ligne  d D plus  D E fort 
la  plus  courte  de  toutes  les  autres  menées 
de  & point  à ce  plan , par  exempte , plus  cour- 

te  qut 
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Première  maniéré. 

Soit  menée  la  perpendiculaire  AB  proion-  ' 
gée  jufques  en  C , en  ibrte  que  A B =z  B C. 

Ëc  foit  du  point  E menée 
la  ligne  Cii  ; je  dis  que 
le  point  Z>  e.t  celui  qu’on 
cherche  : car  les  deux  -o 
triangles  ABD  & DCB 
fo.it  égaux , aulîi-bien  que 
les  deux  A BG  & CSG: 
donc  AO  —h  D E zzC  D -+•  DE  ^ & AG 
~r  GE=:CG  GE. 

Mais  CD  —h  DE  eft  une  ligne  droite  : donc, 
elle  ell  plus  courte  que  CÇ —h  CP £.  Si  le  point 
G étoit  entre  B & D,  çe  feroit  la  même  dé- 
monflration.  _ , 

Remarquez  que  les  deux  triantes  ABD  ^ 
CBrD  étant  égaux,  ils  font  femblîdjles:  donc 
les  angles  Au  B Sc  B DC  font  égaux  ; mais. 
EDt  eft  égal  à B DC:  donc  E ü f eft 'égal  ' 
k ADB\  ainfi  comme  dans  un  miroir  l’an-' 
gle  de  réflexion  eft  égal  à celui  d’incidence, 
h l’objet  eft  en  ü ,•  & que  le  miroir  foie 
B F,  le  point  de  réflexion  fera  D,  & la  lu-' 
miere  réfléchira  au  point  A.  Ainfi  la  lumière 
eft  portée  par  le  plus  court  chemin. 

Seconde  maniéré. 

On  fuppofe  que  l’angle  d’incidence  E D F 
eft  égal  A üBy  celui  de  réflexion.  Il  s’a- 
git de  trouver  le  point  D oh  tombera  la  lu- 
mière qui  réfléchit  de  l’objet  E à l’œil  A y &. 

S 4 va- 
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va  par  le  chemin  le  plus  court.  Les  gran-  • 
iîeurs  connues  font  A B zz  a,  £F=  k , 6c 
B b':=z  d.  L’inconnue  eft  B D Puifqu’on 
fuppofe'que  les  angles  d’incidence  & de  ré-  . 
flexion  font  égaux , donc  les  deux  triangles 
reàangles  A n D ik.  Il  t u font  femblables 

dooc  a::d.x.  Donc  — : ainfi  la 

valeur  de  B D cft  connue. 


fi»  des  EUmens  de  Géométrie,  ' 
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INTRODUCTION 

AUX 

S E C T ro  N s 

CO  N IQ.IJ  E s. 

c H A P I T R E P R E M I E R. 

Des  Lignes  Courbes  que  repréfentent  les  diffe^i 
rentes  Seâions  du  Cône.  Leurs  noms.,  Çÿ  la 
méthode  la  plus  Jtmple  pour  conmitre  leurs 
principales  proprietez.  • 

E^E  n’aî  parlé  ’ dans  ces  Elémens  de 
^ Géométrie,  que  de  la  Ligne Droi!- 
^ te  & du  Cercle  ; mais  comme  il  y 
^ a d’autres  Lignes  qu’on  nomme  des 
Lignes  Courbes , qui  font  mainte- 
nant l’objet  principal  des  plus  grands  Géomè- 
tres , à caufe  des  proprietez  fingulieres  & mer- 
veilleufcs  qu’ils  y d^oiivrent,  il  feroît  à pro- 
jpos  de  donner  leur  génération,  avec  quelques- 
unes  de  leurs  principales  proprietez.  Je  par- 
lerai feulement  des  plus  anciennes  ^ 'des  plus  ' 
connues,  qui  font  celles  qu’on ' remarque  en 
coupant  le  Cône  de  differentes  maniérés  , & 
auxquelles  on  a donné  le  nom  de  Serions  Co- 
niques. Je  déterminerai  quelques-unes  des 
principales  proprietez  de  cès  lignes.  ’ Voici 
comme  elles  s’engendrent  dans  le  Cône. 

Soit  imaginé  un  Cône  droit. 

S 5 ..lO; 
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1°.  Si  on  le  coupe  par  un  plan  qui  paffe  par - 
fon  axe,  il  eft  clair  que  cette  Seftion  fera  un 
triangle , dont  les  côtez  feront  les  çôtez  mêmes 
du  Cône,  & la  bafe  le  diamètre  du  cercle  de  - 
la  bafe  du  Cône. 

"Je  luppofe  dans  la  fuite , que  le  plan  ceubant , , 
de  quelque  maniéré  qu*il  coupe  le  Cône  ^ ejt  per- 
pendiculaire fur  le  plan  de  ce  triangle. 

20.  Si  le  plan  coupant  efl:  parallèle  à la  ba-  . 
fe  du  Cône , la  Seêliqn  eft  un  cercle , comme 
il  eft  évident. 

30.  Si  le  plan  coupant  n-étant  pas  parallèle  - 
à la  bafe,  rencontre  Taxe  du  Cône,  & fes 
, deux  côtez  (je  veux  dire  les  deux  côtez  de  - 
çe  triangle , qui  eft  la  Sedion  du  Cône  par  - 
un  plan  qui  paffe  par  fon  axe  ) cette  Seftion, 
ou  le  contour  de  cette  Sedion  repréfentera  . 
une  ligne  courbe,  qu’on  nomme  EllipÇe  ou  , 
Ovale.  Telle  eft  la  figure  T,  formée  dans  le 
' Cô;ie  A par  le  plan  coupant  fui  vant  la  ligne  M., , , 


4^.  Si  le  plan  coupant  ne  ..coupe  qu’un  des  ^ 

• côtez  dudit  triangle  , & que  la  Sedion  fofc  : 
. parallèle  ^ faptre  côté,  cette  Sedion  ouïe  • 
‘ ‘ ' , CQPv; 
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contour  de  cette  vSeétion  fera  une  autre  Cour-  ‘ 
be,  qui  s’appelle  Parabole.  Telle  eft  la  figure 
Courbe  T,  foriiiée  dans  le  Cône  B par  le  ■ 
plan  qui  le  coupe,  fuivantla  ligne  N y paral- 
lèle au  côté- 

JO.  Si  le  plan  coupant  ne  coupe  qu’un  feul  " 
côté,  de  maniéré  que  ce  plan  prolongé  puiffe  - 
rencontrer  l’autre  côté  dudit  Cône  ou  Trian-  ' 
gle  aufli  prolongé  au-defiiis  du  fommet , cette  “ 
Seétion  ou  le  contour  d’icelle  eft  ce  que  l’on  ■' 
nomme  Hyperbole.  Telle  eft  la  figure  Z formée  " 
dans  le  Cône  C par  le  plan  coupant,  fuivant  •' 
la  ligne  O. 

Comme  il  n’eft  pâs  nécelTaire  de  s’imaginer  " 
un  Cône  pour  expliquer  la  nature  du  cercle  qui  '' 
eft  une  de  Tes  Seàions  , on  peut  auifi  découvrir  ' 
les  proprietez  de  toutes  les  lignes  courbes  que 
repréfentent  les  Seélions  du  Çône , fans  être  ' 
obligédcpenferàcefolide.  Or  il  y a de  certains’* 
termes  dont  nous  devons  nousfèrvir,  en  par-  " 
lant  de  ces  Seftions, -qu’il  faut  expliquer. 

Soit  le  triangle  ti  , qui 
eft  la  Scélion  du  Cône  par 
l’axe.  Soit  AP  :=^  x,  PM 
cej,  AD=iay  BD  z=.b.  On 
aura  par  * tout  x.  y w a.  b \ 

-donc  ay  =1  bx  y qui  eft  l’E- 
quation qui  exprime  la  natu- 
re du  triangle.  • ^ jj 

Soit  A MB  un  demi  cercle, 
dont  N eft  le  centre,  & AN-{-  NH  ou 

B eft  le  diamètre.  So\t  A P — x y P M .. 
AB  zn  a;  aiali  P 3 zz  a --  x.  Parant  -H- >.  • 
y.  a.  — Xy  ainfi  ax~~xxz=vy  *ft  l’Equation 
qui  exprime  la  nature  du  ccrcldi  -Cne  per-  " 

S 6 - 
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pendiculaire  telle 
queMPmenéed’un 
point  quelconque  ' 

M de  la  cifconfc-  f 
rence  fur  le  diame-  / 
tXQ  AB,  s’appelle  f 

Orffo»»*;&:ia.par-  AP  N . 

tie  du  diamètre  prife  entre  fon  extrémité  dt 
la  rencontre  de  l’Ordonnée , fe  nomme  Ab-  ' 
fùûe. 

Soit  DEE  une  ligne  droite- donnée  , avec  F 
un  point  hors  de  cette  ligne  ; je  nomme  cette 
ligne  D££  la  Direélrice.  Soit /^MAT  une  cour- 
bé telle , que  toute  ligne  perpendiculaire  fur  • 
DE  tombant  fur  M,  un  des  points  de  la  cour-  . 
be , ait  toujours  un  même  rapport  avec  une  fe-  . 


DE  E E E 


cpn  le  ligne  tirée  du  point  M au  point  donné  F.  ' 
Cette  ligne  courbe  eft  régulière,  & fepeut  dé- 
crire; c’eft-à-dire,  qu’on, peut  trouver  tous 
le§  points  par  Icfquels  elle  doit  pafTer.  On  don-s 
ne  ces  noms  à fes  points,  & à fes  lignes. 

Lç., 

N * * » 
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Le  p^oint  A eft  le  fommet  de  la  courbe.  Le 
point  Ffe  nomme  le  Foyer.  La  ligne  /f/^prolon>- 
gée  en  eft  Y Axe.  Les  lignes  qui  coupent  per- 
pendiculairement cet  Axe  J & qui  font  compri- 
fes  entre  la  courbe  .&  cet  Axe,  s’appellent  les 
Or  damées-.  PM  eft  une  Ordonnée.  La  partie  de 
l’Axe  prife  du  fommetv^  julques  à la  rencon- 
tre d’une  Ordonnée,  fe  nomme  AbfciJJe,  Ce 
qui  fait  la  différence  effentielle  des  trois  Sec-  • 
tiens  Coniques,  la  Parabole , l’Ellipfe,  & l’Hy- 
perbole, c’eft  une  raifon-qui  eft  particulière 
à la  ligne  AD , avec  AF.  Dans  ces  trois  Sec- 
tions, je.  nommerai  ce  rapport  de  ^ à q.  Dans 
la; Parabole,  c’eft  toujours  une  raifon  d’égali-  ' 
té  ; à rEllipfe.,  p eft  toujours  plus  grand  que 
y;  & dans  l’Hyperbole,  /»;eft  toujours  plus 
petit  que  q.  A cela  près,  la  maniere  deconf- 
triiire  ces  lignes  eft  la  même,  & cette  cont 
iruétion  ,eft  aifée^  . 


C H A P I T R E 1 1.  ■ 


la,  Parabole , ou  Ligne  Courbe  que  repréfente 
la  Seéiion  d'un  Cône  droit  , par  un  plan  . 
parallèle  k i'unide  fes  cotez. 

Définition  PRExriiERE.  , 


La  ligne  droite  DE  ejl  donnée  .^avec  le  point 
F oors  de  cette  ligne.  D E ef  la  direélrice 
,de  la  Courbe  dont  on  parle.  La  ligne  Y D efi 
perpendiculaire  (ur  cette  direélrice  DE.  Si.  cette 
perpendiculaire  e/i  coupee  au  point  A , de  forte 
quf  F A = A D ; y que  de  chaqice  point  de  la 
Çojtrbç  comme  M a^ant  mené  Jùr  D L une  per- 

S ,7  ' pcn-:. 
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pendic*lalre  ^ ^ une  autre  ligne  au  point  V \ ces 
^ujt  lignes  foient  égales  , que  M F =3  M E , fait 
no/nmée  cette  Courhe^  Parabole. 

On  démontrera  que  cette  Courtjp  efl  la 
Seftion  Conique  qu’on  appelle  Parabole.  J'exr- 
primerai  ce  rapport  d’égalité  àt'EM^  à 
par  ces  deux  lettres  p & q. 

PROBLEME  I. 

Trouver  chaque  point  de  la  Courbe^  qü* on  vient  '' 
de  définir. 

DE  eft  la  ligne  diredtrice  qui  eft  donnée,  & 
F ie  Foyer,  if faut  couper  DF  t'a  deux  parties 
égales , ainfi  A eft  le  fommet  de  la  Courbe. 
Pour  trouver  ces  autres  points , il  faut  i°.  par' 
A mener  une  parallèle  à Z)£,  dans  laquelle  on 
mend  AX  épie  à FA-,  & par  -y  & par  Jf 
on  tire  une  ligne  indefin.e.  20.  Ayant  enluitc 
inené  tant  de  parallèles  qu’on  voudra  à />£, 


DE  E E E 


qui  coupent  l’Axe  DA  prolongé,  on  trouvera 
aifément  les  points  de  ces  parallèles  par  leC- 
quels  paflîla  courbe  ; par  exemple  le  point 

dans  • 
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dams  la  ligne  PO.  De  l’intervalle  de  PO  & du  ^ 
Foyer  F comme  centre , je  fais  un  cercle  qui 
coupera  PO  en  il/;  alors  Â D.  A X :i  p.  q,  éc 
AD.  AX\ V DP.  PO.  Or  DP  = par  la 

conftrudlion  PO  =: /Tl/: Donc  *ME.  FM::  P. 
q.,  Ainû  M eftun  des  points  de  la  parabole,  le- 
iQji  la  Définition  précédente.  ^ 

Remarquez  que  la  ligne  indéfinie  DX  fait 
avec  DF  un  angle  de  45  degrez  ; car  DAX  eft 
droit, & AD:=iAX:T>Qnc  ce  triangle  eft  ifb- 
fcelé;  ainfî  l’angle  ADX  eft  égal  \AXD.  Par 
conféquent  chacun  la  moitié  de  l’angle  droit  ' 
ou  de  45  degrez. 

Définition  II. 

Une  toujours  double  de  ED  ou  quadruple 
de  F A,  0»  de  AD  jS*  appelle  le  Paramétré  de 
la  Parabole. 

Soit  nommé  a ce  Parametre;rOrdonnée  PM 
foit  nommée  y,  & rAbfcifte  PA  foit  nommée  ^ 
X,  Il  ne  fe  faut  mettre  en  peine,  entendant  par- 
ler de  Paramétré , d’autre  chofe  que  de  ce  q ue 
ditla  Définition,  qu’on  appelle  ainfî , une 
Quadruple  de  FA  ou  de  AD..  ■ 

R E M A n q U E. 

Comme  cette  Introduêiion  Juppoje  la..eo»mif- 
. fance  de  ces  Elemens  de  Géométrie , on  n'aitra 
pas  la  même  rigueur  pour  citer  les  Propojitions  • 
doiît  on  tire  les  pt  cuves , du  moins  dans  les  cho- 
■ fes  les  plus  faciles  ok  Vefprit  doit  être  verj'é. 

T H E O R E M E I. 

Le  reéiangle  fait  du  Paramétré  Ç3’  de  l* Ab fei^e.^ 
ejl  égal  au  quarré'de  f Ordonnée.  Ou  cette  Or- 
donnée e/l  une  moyenne  proportionnelle  entre  le 
Paramétre  ^ fAbJci/Te.- 

lA 


'^24  ' IntfoduUion  ' ' 

FA  ou  AD  foit  nommé  F L’Ab*- 

fcilTe  AP  a été  nommée  a-.  Donc.  PZ)  ouiJZ£z=^ 
X,  &,  FP=:x—h  OU  5 félon  que  le 
point  P fe  trouve  au-delTus  -ou  au-deflTous  du 
Foyer  P.  Le  Paramétré  ert  quadruple  dor  AD 
ou  de  AF,  & partant  de^  ; ainfi  à = 11  faut 

démontrer  que-T7  <».>  ; ou  ce  qui  eft  la  mê- 
me chofe  que  ax  *.  Selon  la  première  Dé- 

^ finition  m Fj=^  E Ai  ; mais  EM:=:  JdA  -P  AD- 

X, 

Donc  Mb  b— b X— F XX.  'Et 


puifque  FP  x=ih  — x\  donc  bP  ^ bb~^  2.bx 

—F  XX.  Of  PM  — £P  =PilZ  =)[y  t‘  Donc 
bb^zbx'-F  X X — kb  bx  ^xx:=.yy,. 

Mais  -\r  bb  bbrzOi  &— f-  xx-~  xx  = o; 
rcftedonca^jf— f-2^jf,ou4^jr=)iy.  Orq^eft 
la  valeur  du  Paramétré  <*;  partant  axr=:yy^^  ou 
: y.'x\  ce  qu’il  falloit  prouver;  - 


Corollaire. 

Dans  la  Parabole  les  quarrez  des  Ordonnées  font 
entre  eux , comme  les  parties  de  P Axe  prifes 
entre  fon  fommet  la ^r encontre  de  ces  memes 

Ordonnées. 


Le  Paramétré  aefl:  toujours  le  même;  mais 
;e'qui  eft  rAbfcifle  éft  plus  petite  ou  plus  gran- 
de, félon  que  l’Ordonnée  eft  plus  près  ou,plus 
éloignée  du  fommet  A.  Or  puifqu’on  a toujours 
yy~ax ,cn  quelque  endroit  que  l’on  prenne 
l'Ordonnée  ; donc  les  y y ou  les  quarrez  des 
■ Ordonnées  ;'ont  entre  eux  comme  les  jc , ou 
les  Abfcifles  f.  , ' , 

Theoreme  II. 

Cifte  Seilion  ■.  o)iiq ne  qu’on  nomme  P2j:3dio\c^ 

■'  . ejl 

♦ L.l.n.st.  t »’7**  + 3»  «.  54. 
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tjl  la  meme  Cottrbe  que  celle  qu*on  vient  de- 
définir  ^ de' décrire. 


SVT  efl;  un  Cône  droit  coupé  par  un  plan, 
félon  parallèle  au  côté  faut  prou- 

ver que  la  Seélion  Q_AK^  qui  efl:  une  Para- 
bole 5 a les  proprietez  de  la  ligne  courbe  dont 
on  vient  de  parler.  Quelle  que  foit'la  ligne. 

R , concevons  que  fur  la  ligne  A f , les  li- 
gnes P M à:  i^Ffont  des  perpendiculaires  fur_ 
Wr,  queje  nomme  l’Axe  de  cette  Courbe.  PM 
ôti^Â'en  font  ainfl 
les  Ordonnéesipar 
conféquent  pour 
prouver  que  cet- 
te Parabole  Q^A  R 
efl  cette  Courbe 
dont  on  vient  de 
' parler,  il  s’agit: de 
prouver  que  les 

1 

quarrés  MP  & 

1 

QF  & de  toutes  les 
autresürdonnées, 
font  entre  eux 
commoies  parties 
A P^  ^ A,  de  l’Axe  qu’elles  coupent;  car  cela 
étant  il  faut , félon  le  Corollaire  précédent, 
que  la  Courbe  (lA R foit  une  telle  ligne. 

Concevons  que  le  Cône  droit  vJ/^T'efl:  cou- 
pé, au  point  M par  un  plan  parallèle  à fa  bafe, . 
Cette  oeélion  P 7W£  efl:  donc  un  cercle.  Soit 
SOT  un  autre  cercle  parallèle  k D ME.  La 
ligne  MP  efl  l’Ordonnée  de  la  Parabole  Q_A  R, . 
ôç,du  cercle  D ME,  étant  perpendiculaire 
tant  fur  È D que  fur  A E,  d’autant  qu’elle  eft 

. la.. 


- ir-  C^DOglc 


IntroduBîon  i 

la  commune  Sec- 
tion du  plan  du 
cercle  & de  celui 
de  la  Parabole, 
quiparlaconftruc- 
tion  J coupe  celui 
du  triangle  à an- 
gles droits  *.  Il 
en  eft  de  même 
de  QJ' , qui  eft 
auffî^  Ordonnée , 
tant  au  cercle  qu’à  T 
la  Parabole.  Or 
'^ÜP.MP.PL\ 

& de  même -H- VF. 
t'  0^.  F T:  Donc 

DP  xP  EzzMP  FT  = FO  c;  Donc 

- • - ✓ 's.. 

DP  X'  PF»  SFx  FT  ::  MP.  FQ^i  mai* 

PE=iFTi:  Donc  PAi  DP  .SF*. 

Or  à caufè  des  triangles  femblables  D F & 

• SFâ,  AP.AFi'.  DP  .SF\DoncMP.T^ 

::  A P . A F:  Donc  par  le  Corollaire  précé- 
Hent,  <2^  eft  de  la  nature  de  cette  ligne  dont 
on  a parlé  dans  ce  Chapitre,  qui  eft  auffi  la' 

> ScéUon  Conique  qu’on  appelle  Parabole. 

T H E O R E M E II. 

Une  Parabole  étant  àmnée  , mener  Çnr  un  point 
quekon^ue  une  ligne  touchante  en  ce  point. 

Soit  la  demi  Parabole  A MB;  on  demande  . 
que dupointÆT, l’on  mène  la  touchante  MT. 

Soit 

t Li  s. n.2«. &io.  b E.4.V.X9.  c£.|.s.57* 
n.  3»  C I»,  4.  ».  7S*^ 
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Soit  menée  da  Foyer  F au  point  M la  li- 
me FM , «5c  du  point  Af  la  ligne  MP  paral- 
lèle à l’Axe,  & terminée  par  la  dircftricc 
DP.  Si  l’on  mène  FP , & qu’on  la  divife  en 
deux  parties  égales,  la  ligne  MT’ menée  par 
ce  point  de  divifion  fera  la  tangente  que  l’on 
demande  ; ce  qu’il  faut  prouver. 

Le  triangle  EM  P ch  ifofceie  par  la  géné- 
ration ; donc  M T eft  perpendiculaire  fur  h P*. 
Une  ligne  eft  touchante  lorfqu’clle  touche  en  • 
un  feul  point,  ce  qui  arrive  ici;  car  toute  autre 
point  qu’on  aflîgne  en  cette  ligne  T S , n’eft  pas 
dans  la  Parabole , mais  hors  d’icelle; que  par 
exemple,  N pris  dansT" s au-defllis  ou  au-deflbus 
de  M , n’eft  point  dans  la  Parabole.  Car  Ibient 

me- 

l, 
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inenées  les  lignes  iVF,  JVP , & ATS,  parallèles  à 
l’Axe,  A/P  fera  toujours  plus  grande  que  NE  *. 

Or  par  la  conftrudtion,  puifque  T' N ell  perpen- 
diculaire fur  PP , les  lignes  NFikNP  font  é-  / 
gales  t-JV  Pefl:  donc  plus  grande  que  NE , par 
conféquent  A’ n’eftpasun  des  points  de  la  Pa- 
rabole : car  s’il  l’étoit , EN  feroit  égale  à N Ey 
félon  la  Définition  de  la  Parabole.  Mais  F N 
étant  plus  grande,  ce  point  N fera  hors  d’icelle. 

Corollaire.' 

II  efi  évident  que  fi  la  combcAMB  repréfen- 
te la  Seétion  d’un  miroir  parabolique , & que 
C M Ibit  un  rayon  incident  parallèle  à l’Axe  ' 
, la  ligne  'M  F repréfentera  le  ra-yon  réflé- 
chi ; l’angle  d’incidence.CA?é'  étantégalà 
l’angle  de  réflexion  : car  l’angle  C M S eil  égal  à 
l’angle  oppofé  F MP  j:.  Or  parla  conftruftion, 

P eft  égal  Ï.F M F\  donc  T MFtÇt  égal  à 
C MS,  Partant  tous  les  rayons  ^ui  tomberont 
liir  la  furface  concave  de  ce  miroir  parallèle- 
ment à l’Axe , Çq  réuniront  au  point  P:  & c’efl: 
ce  qui  le  fait  appeller  Foyer.  Ainfi  pour  faire 
un  bon  miroir  ardent,  il  faut  lui  donner  la  ür 
gure  d’un  Conoi'de  Parabolique  creux. 


C H. A PITRE  III. 

De  VEllipfe  ou  de  la  ligne  que  reprdfente  là  Sec- 
tion d'un  Cône  , par  un  plan  y qui  coupe  fis 
deux  cotez , ^ qui  ne  fait  pas  parallèle  a-  ce-^ 
lui  de  la  bafe. 

Définition  PREMIERE. 

Soit  donnée  pour  direéirice  de  la  ligne  Courbe 
qu*op  va  définir  y la  ligne  droite  DE  avec  un 

point 

*~L.  l.n.  Jî.  t ï.  *.  + Z.i.*.?!, 
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^oint , F , hors  D E.  F D efl  perpendiculaire 
Jur  D E.  Si  cette  perpendiculaire  ejl  coupJe  au 
point  K.,  félon  la  raifon  41?  p à je  fuppoje  que 
P eft  plus  srrand  que  q ; ^ que  de  .chacun  des 
points  de  la  Courhe  ^ comme  de  M,  ayant  mené 
une  perpendiculaire  fur  D E une  autre  ligne 
au  point  F , la  ligne  E M fait  toujours  4 F M 
.comme  p àq  ; cette  ligne  fe  doit  nommer  ElUpre, 
parce  qu*onhrouvera  qu'elle  eji  la  même  que  cel^ 
le  de  la  Seétion  du  Cône  qui  a ce  nom. 

P R O B 1.  E M E I. 


ha  directrice  DE  étant  donne'e  avec  F,  qui  eJi 
un  point  hors  cP elle , trouver  tous  les  points  de 
, cette  Courbe  qu'on  vient  de  définir. 


Il  faut  I®.  divifer  FD  ea  yf;  de  forte  que 
F 4:: p. q. 
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2®.  Il  faut  mener  par  A une  parallèle  à 11 
'diretcrice  DE , prendre  A X égale  ï A F. 
Ai*îii  A D.  ri X ::  p.  q. 

3°,  Il  fjut  tirer  par  D & Xune  ligne  indéfi- 
nie; après  quoi  coupant  l’Axe  par  tant  de  pa- 
rallèles qu’on  voudra,  il  fera  aifé  de  trouver 
dans  ces  parallèles  le  point  par  oii  pafle  la 
courbe.  De  / comme  centre,  & de  l’inter- 
valle r , je  fais  un  cercle  qui  coupe  PO  en 
M.  A caufe  des  triangles  femblables  DAX 
& D P 0 ligiie  - ou  fon  égale  £Af,efi: 
àPO  ou  comme efl  à partant 
£ M.  h Ai  ::  AlJ  . A Xï{p.q.  Le  point  Ü^eft  donc 
un  point  de  la  courbe  y qu’on  vient  de  définir. 

Pno- 
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PROBLEME  IL 
^trouver  l'Axe  de  cette  Confie. 

La  ligne  OX  foit  prolongée  à l’infini,  & 
fur  le  prolongement  de  > D au  point  F foit 
menée  une  ligne  qui  fafle  un  angle  de  45  de- 
grez,  ôt  continuée  jufqu’à  ce  qu’elle  rencon-  , 
tre  la  ligne  indéfinie  D X. 

Du  point  où  fe  fait  cette  rencontre , foit 
menée  la  perpendiculaire  ^ «fur  / a.  Donc  dans 
le  triangle  Fax , l’angle  Fxa  eft  aufiide  45 de- 
grez:  donc  le  triangle cil  ifofcele.  Or  iO. 
AXv.Da.ax^  ; & puifque  Fax  ifqfcele  , 
a.\  — Fa  : donc  A D.  A Av.  D a.  Fa.  Mais  AD. 
AA  : : p.  q.  Donc  ü a.  Fa  : : p.  q.  Partant  a 
eiT:  un  des  points  de  la  Gourbc,  comme  il  eft 
évident. 

Définition  II. 

1°.  A a efl  le  grand  Axe  de  l'EîîtPfe.  Le  point 
C qui  divife  A a Par  la  moitié ejl  le  centre,  La 
ligne  B G qui  coupe  à angles  droits  A a , ejl  le 
petit  Axe.  Ayant  pris  fn  égale  à F K^les  points 
F cf  f font  les  loyers.  Njms  verrons  pourquoi  on 
leur  donne  ce  nom. 

Les  perpendiculaires  menées  d'un  point 
qu  Iconque  de  la  Courbe  à un  des  Axes,  s'appel- 
lent Ordonnées. 

Ainfi  P Âî  étant  une  Ordonnée  à V Axe  A a, 
la  ligne  A P eft  une  Abfcifle. 

33.  La  troijieme  proportionnelle  aux  deux  Axes 
ejl  appeltée  Paramétré  du  premier  de  la  propÜ- 
tion. 

Paramétré,  c’eft  un  nom  dont  il  fuffit  de 
concevoir  ce  qu’on  met  dans  fa  Définition. 

Theo- 
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Theoreme  I. 

Uintervalle  Yî  des  Foyers  F ÇjP  f .^ç/î  au  grand 
Axe  A a > comme  q ^ i p.  Fig.  précéd. 

On  a démontré  que  q.  p y.  A X.  AD F». 
Da:  Y>onc  Fa  — A X.  Da'—AD  wq.p.  Or 
puifque ^ ^ : Donc  A =: /yi 

Mais  Da—AD-=Aa\  Donc  Ff.  Aa  q,p\ 
ce  qu’il  falloir  démontrer- 

T HEOREME  II. 

A G moitié  du  grand  Axe  A a , ^ une  moyenne 
proportionnelle  entre  FC,  moitié  de  Finter- 
valle  des  Foyers , ^ la  ligne  CD. 

La  moitié  eftàlamoitiéjF/^./^r/r/c^.  comme 
letouteftau  tout;  partant  /^C.  fCz:  A a.  Ff. 
Mais  A a.  Ff  ::  AD.AX,  par  le  Théorôme 
précédent:  donc  AC.  FC  ::  AD.  A Xi  o\i 
FC.  AC  : : AX.  AD,^  FC.  fC  -+ A X : : AC.^ 
AC-+-  A D.  Or  par  la  conftruftion  FA=iA  X ; 
ainû  f" C — \-AX'z:zFC — \-FA  z^AC^  & AC 
A D=:C D.  Mettant  donc  AC  en  la  place 
de  FC  —^AX,  & C D en  la  place àeAC—^ 
CD,  viendra  FC.  AC  ::  AC.  C D.  Partant 
FC.  AC.  CD  ',  ce  qu’il  falloit  démontrer, 

P R E P'A  RATION 

Pour  les  démonftrations  des  Théorèmes  fuivans. 
Même  Figure. 

Soit  AC^d,  & C : donc  FA  ou  AX 
^d—g  , & Fa  ou  ax=:d—f-g.  Or  AC  ou  d 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  CFoug& 
CD,  par  leThéorême  précéd.  donc  ^g.d.CD. 
Donc  multipliait  </par<s?,  & divifant  le  prq- 

, duit 
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duit  dd par]ç , le  quotient  --  fera  égal  à CD  *. 

Soit  CP=jf5&P^=;^:doncP/'=:;c— 

ou^— A-&DP,  ou  MEzzi  lorfque  le 

point  Peft  au-deiïias  du  centre  C.  Par  la  géné- 
ration de  l’Ellipfe, 

de  laquelle  proporcion  MFe?L  le  quatrième 
terme.  Lorfque  le  point  F eft  au-dellbus  du 
centre  C,  alors  PP=jf  — Z)  P,  ouilfE 

= - - — hj::donc,  comme  defllis,  MF'=zd 


Theoreme  III. 

le  quarré  d’une  Ordonnée  quelconque  yi  au. 
grand  Âxe  Aa , eft  au  reél angle  AP  x Pa par- 
ties de  cet  Àxe,  comme  le  reél angle  AF  x Fa 
au[ft  parties  de  cet  Axe , ejl  au  quarré  de  AG 
on  Ca  moitié  de  ce  même  Axe , même  Fig, 

AC;=:d,CFzzg y PC=ix:  donc/f  P=zd  — x 
^Pazzd — [-•*>*•  Ainfi  APx.Pa~dd — xx.  De 
même  puifquc  A Fz=d  —g , & Faz=  d g : 
donc  df  x ra  = dd  —gg.  Ainfi  fuppofant  p\vl 
==  y ; voilà  ce  qu’il  faut  démontrer  , 

yy,  dd  — xx::  dd  ~ g g.  dd. 

Et  pour  cela , que  le  produit  des  extrêmes  eft 
égal  à celui  des  moyens , c’eft  à-dire , yydd=d* 
— ddxx  — ddgg  —pggxx.  ■ 

— '%  — 4 

Le  triangle  FMP  étant  reélangle  FMf^PF 

1'  — 

♦ L.  J,  «.  ffo.  t 3>  *• 


' V 
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= PM =:yy.  Or  ^ * ainü  FM 

t:idd  — Q.gx—\-I^^  & P pz=zg-~-x'.  donc 

DoncPM  ^o\xyy  zzdd 

— zgx  — i~  —gg  H-  igx’-  XX. ' Or  effaçant 

les  termes  qui  fc  détruifent  par  •-+■  & — , il  vien- 

dra_y^=:</^— l-  "—gg^-xx',  & multipliant  ' 

tous  ces  termes  de  part  & d’autre  par  dd,Von 
aura  ddyy=zd*—tggxx~ggdd—'ddxx  ; Donc,  &c. 

THEOREME  IV. 

Soit  B G = /> , /tf  reétangle  AF  x Fa  , dd  — gg 

eft  égal  à bb  quarréde  VtQ,  moitié  du  petit  Axe 
KG.  Même  figure. 

Il  faut  prouver  que  bb-=.dd~gg.  B C=z b 
eft  une  Ordonnée  qui  fe  trouve  au  centre  ; ainu 
AT  = o,  Sed  — xz=d&y=:b;  ainfi  yy  :i^bb. 
Or  par  le  Théorème  précédent  v^.  dd—xx  : : dd 
•^gg-dd.  Donc  mettant  ^icn^^ia  place  de  yy, 
& effaçant  — jf;c,  on  aura  bb.  dd::  dd—g^. 
dd'^oxxbb.  dd—g^::  dd.  dd\^\V&  bb  — dd—gg'^ 
ce  qu’il  falloit  prouver. 

T H E O R'  E M E V. 

Le  quatre  de  MK  Ordonnée  au  petit  Axe  BQ  . 
ejl  au  reéi angle  BIC  x KG  parfies  de  cet  Axe , 
comme  le  quarré  du  grand  Axe  Ad.  ejl  au 
quatre  du  petit  BG.  Même  Fig. 

Le  grand  Axe  eft  égal  k AC  ~^Cao\\k 
2 dC',  partant  k 7 d.  On  a nommé la  moitié 
du  petit  Axe  B G;  ainfi  2b  = BG.  On  a déjà 

nom- 
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nomnié  x la  ligne  C /■*.  Or  l’Ordonnée  MK  lui 
eft  égale,  qui  u;ra  ainfijf.  La  ligne  PM ordon- 
née au  grand  Axe  a été  nommée  y.  AinfiCiC, 
qui  lui  eft  égale , eft  auflî  y ; partant  ^ ^ = B K j 

— |-y::::AG,&^^ — yy^BKxKG^.  Le 
quarré  du  grand  Axe  Aa  ou  2 eft  4 dd-  Celui 
du  petit  Axe  B G ou  2 ^ , eft  4 V oilà  donc 

ce  qu’il  faut  démontrer  , 

XX.  bb —yy'.’.  à^dd.  /\bb. 

Selon  le  troifîerae  Théorème  , . ^ 

yy.  dd~^xx'.'.  dd  — gyi.  dd. 

Par  le  quatrième  hb^dd — gg.  Mettant  donc 
en  la  place  de  dd^gg,  vient 
y-y,^  dd X x'.  \ bb.  dd. 

Donc  y y.  dà — xxw  ^bb.  4 j & multi- 
pliant les  extrêmes  &les  moyens, l’on  aura4</% 

= 4 bbdd — 4 bbxx , ou  4 bbxx  z=.  4 bbdd—  4 dd;^y  ; 

& remettant  cette  égalité  en  proportion , l’on 
aura  enfin  A- JC. /’i» —y)':  : 4^^*  4-^^  t* 

T H E O R E M E VI. 

Le  Paramétré  eji  au  diamètre  comme  le  quarri 
de  fan  Ordonnée  eft  au  reél angle  fait  des  par- 
ties de  ce  diamètre  prifes  depuis  la  rencontre  de 
cette  Ordonnée.  Même  Figure. 

AC  moitié  du  grand  diamètre  <2  a été  nom- 
me celle  au  petit,  B C’.  Ainfi  BG=i<ib. 

Soit  le  Paramétré  nommé  a\  il  faut,  félon  fa 

Définition,  que2i.  2^::  ib.  a\  Donc 
ou^-=:  & multipliant  les  deux  membres  . 

I 

de  cette  Equation  par  d,  viendra  ibh’=:^adiéiL 

Te  di- 

^ L.i.n.%1.  \ L.i.n.f^  L.  i.rt.  s%. 
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divilant  par  2 , on  ^ra  bb  = j <»  i.  On  a va  ci_ 

deflus  par  les  Théorèmes  trois  & quatre , qug  • 

^y.  dd  X X : : b b.  dd. 

Mettant  • ad'en  la  place  de  bb^  on  aura^y.  dd 
—xx\  : \ (id.  dd.  Divilant  chaque  terme  de 
la  raifon  { ad  ^ dd  \tzrd,  vient  \ a d\ 

& les  multipliant  par  2 vient  <2,  2</;  ainû  yy> 
dd—xx:  : a.  •zd^oü  a.  id\  ; y y.  dd—xx, 
qui  elt  ce  qu’il  falloir  prouver. 

.THEOREME  V II. 

Zj^s  ouaTvez,  des  Otdotiftées  fotit  entfe  eux  ^ cota- 
me  les  reü angles  des  parties  de  (*  Axe  faites 
par  la  rencontre  de  ces  mêmes  Ordonnés. 

y ^ m font  deux  differentes  Ordonnées , & ‘ 
» une  autre  partie  que  PC.  Par  le  précédent 
Théorème , 

yy.  dd  --  XX. 

a.id::  . - 

rnm.dd—nn. 

Doncyy.  mm'.  : dd — xx.  dd — cequil  fal-  . 
loit  prouver.  • 

Theoremè  VIII. 

Z,a  Seéiioff  Conique  qtion  nomme  Ellipfe , efl  h 
même  Courbe  que  celle  qu\n  'vient  de  définir 
hde  décrire. 

Soit  coupé  le  Cône  Mo»par  un  plan  qui 
faife  un  angle  oblique  avec  fon  Axe , & ,qui 
coupe  fes  deux  côçcz.  La  Seftion 
qui  efl  une  Eüipfe,  fera  la  même  ligne  que 
celle  dont  on  vient  de  montrer  les  proprie- 
tez.  ' • ' 

Soient 
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Soient  imaginez  les  deux  cercles  parallèles 
EMF^  G K H,  dont  les  diamètres  coupent 
celui  de  la  courbe  DMAD,  quelle  qu’elle  Toit, 
en  / & en<f,  Sil’onmene,  des  points  AT &/Î, 
o'u  ces  cercles  coupent  cette  courbe , des  li- 
• gnes  droites  aux  points  / & ^;  il  efl:  évident 
que  ces  lignes  feront  des  Ordonnées  commu- 
nes aux  cercles  & à la  courbe  DM  AD , d’au- 
tant que  RçeÙ.  perpendiculaire  tant  fur //G 
que  fur  AU*,  étant  la  commune  Seûiondu 
plan  du  cercle  & de  l’Ellipfe , qui  par  la  conf- 
triiftion  coupent  celui  du  triangle  à angles  ‘ 
droits.  Il  en  eft  de  même  àe  M f. 

Les  triangles  AqH  & AIF  Çont  femblablesi 
donc  Ai}.  Fl \ : Aq.  AI.  Les  triangles  DF.I 
& DGq  font  auffî  femblables  ; donc  G a. 

T 3 H 

♦ II.  5.  K.  ÎO.  &•  20^ 
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£/:j  fZ).  ID.  Multipliant  chaque  terme  d® 
la  première  proportion  par  le  terme  qui  lui  ré- 


pond dans  la  fécondé,  les  produits  feront  en 
proportion  étant  compofez  de  raifons  égales  *, 

Gcf.  Eî\vDq.DJ\ 

Ainfî/ZfxGf.  FIxEf::  A qx  Dej.l AxD I ^ 
à caufe  des  cercles  EMF ^ GRH,  félon  les 

Elémens  Z/f xf  (r J ^IM  —FIxIE: 

— a — a 

* 'Doncf/2.  IM::  AqxDq.  A IxlD.  Doncpar 
Je  Théorème  précédent  cette  Ellipfe  D A ^ JD 
eft  la  même  que  cette  ligne  dont  nous  avons  dé- 
montré les  proprietez,  & qui  parconfénucnt  eft 
cette  SeéHon  Conique  qu’on  nomme /’£///>/>. 

Pro- 


D>-.r 
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PROBLEME  III. 

Décrire  une  Ellipfe  par  un  mouvement  continu. 

Soient  donnez  ces  deux  points  //  & / com- 
me foyers  d’une  Ellipfe,  & lalignp  LK  comme 
le  grand  axe  ou  grand  diamètre.  Pour  décrire 


cette  ligne , l’on  prendra  un  fil  dont  la^  I ingueur 
fera  égale  au  grand  diamètre  de  l’Ellipie,  & 
l’attacnant  fixe  par  fes  extrémitez  aux  deux 
points  on  conduira  à la  main  une  pointe 

mobile  qui  laifieune  trace  en  tournant  autour 
de  H & de  1.  Cette  trace  fera  une  Ellipfe  ; ce 
qu’il  faut  démontrer.  1 

Par  la  conltruétion  de  cette  courbe  quelle 
qu’elle  foit,  les  deux  lignes  HE^El  prifes 
enfemble,  font  égales  au  grand  axe  KL\ 
ainfi  il  n’efï  queltion  que  de  prouver  que 
l’Ellipfe  dont  nous  avons  parlé,  a cette  pro- 
priecé. 

Soit  une  Ellipfe  Géométrique , dont  Aa  eft 

T 4 • le 
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Je  grand  diamètre , F 
& / font  les  foyers. 

Il  faut  démontrer 
que  t M -f-  Mf 
A a. 

Soit  prolongé  le 
diamètre  A a^e  part 
& d’autre,  de  force 
que  AD.  AF,  ou 
A X p.  q , & de 
même  at.  af:  : p.  • 
f,  & qu’ainfi  at 
= AD. 

Soit  menée  par  / 
une  parallèle  àZ)  f. 

Les  rapports  de  FM 
à P Z)  font  les  mê- 
mes que/ÆT à P#.  Par  la  Définition, 

FM.  PD  l ^ AV 

fM.  Pt  ç P '•  A X.  A D. 

On  a prouvé  que  Ff.  A a : CAX.  AD*-. 
Donc  Ff-\-2.AX.  Aa—\-2  A D‘.‘.  AX.  AD. 
Or  Ff-^'2  A X^  A a,  ài  A a -^2  A D:=:Dt. 
Donc  A a.  Dt:-.  A X.  A D.  ' 

FM-JrfM.  PD-^Pt.  ■ ' . 

AX.  AD. 

A a - Dt, 

Donc  F Mr+f  M.  P D—\r  Pt  A a.  Dt. 

Mais  t D —P  P t-=z  Dt\  donc  F 
s=  A a',  ce  qu’il  falloit  prouver. 

Remarque. 

CV/î  de  cette  maniéré  que  les  Jardiniers  tra- 
cent lesEUipfes^  aujfi  nommées  pour  cela  , Ovale 
du  Jardinier.  Et  lorfqu*on  a les  deux  diame:res 

don- 
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donnez  fe  coupant  à angles  droits  ^ il  faut  pour  en  - 
trouver  les  foyers  H Çff  I,  Fig.  de  la  p.  439. 
de  Ÿ ou  de  G extrJmitez  du  petit  Diamètre , com-^ 
me  centres , ^ de  l'intervalle  A L o«  AlC , dédire 
une  portion  de  cercle  coupant  LiK  en  1 qui 
foient  lefdits  foyers^  comme  il  ejî  évident  par  ce 
Problème. 

PROBLEME  IV. 

Une  Ellipfe  étant  donnée  , mener  d'un  de  fes 
points  quelconque  M une  tangente  MT. 
Soient  menées  de  ce  point  M aux  deux 
foyers  /s/,le^ deux  lignes  M t\Mf  ; & Toit  pro- 
longée/, ^/jufques  en  A, en  forte  que  AIE=:  MF. 
Soit  menée  la  ligne  EF.  Si  on  divife  cette  l^ne 
EF  en  deux  parties  égales  par  la  ligne  Ai  T,  je 
dis  que  MT  fera  une  Touchante. 


Soit  pris  fur  cette  Touchante  un  autre  point 
Djd’o'u  l’on  mènera  les  lignes  DE  & DAqui 
feront  égales  * , puifque  MT eft  perpendiculai- 
re fur  h F.  11  faut  aufli  du  point  Z>-mener  la  li- 
gne Df.  Or fD  — i-  DE  eft  plus  grande  que/.'lf 
-4-  ME;  par  conféquent  plus  que  fM -V  M F: 
car  par  la  coniteuétion  M F ME;  donc  ce 

T J point 

t Xti  z»)i.  JS* 
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point  D ne  peut  être  un  de  ccuxdel’Ellipfe, 
qui  a cette  propriété  par  le  précédent  Théorè- 
me, que  fi  Z)  étoitun  de  ces  points,  fD-\-DF 
z=fM  -+  MF.  La  ligne  O T, ne  rencontre' 
donc  rEUipfe  , qu’au  point  M.  > 

Corollaire. 

Jl  ejl  évident  que  7?  A M B repréfente  la  SeélioTt 
a un  Miroir  Elliptique.,  y fM/o/V  un  raqon 
incident , il  fe  réfléchira  en  F. 

Car  l’angle  d’incidence /Mi  efl:  égal  à l’an- 
gle de  réflexion  FMF\  puifque  l’angle  S Mf 
cft  égal  à iLMT‘  *,qui  efl:  égal  à TMF.  Ainli 
tous  les  rayons  qui  partiront  de/,  & qui  tom- 
beront fur  la  furface  concave  de  ce  Miroir,  fe 
réuniront  au  point  A,  & réciproquement  s’ils 
■partent  du  point  F,  ils  fe  réuniront  au  point/: 
Et  c’efl:  pour  cette  raifon  qu’on  appelle  ces 
points  les  foyers.. 


. - Cha- 

• -,  ’l*  1»  2.  « 2*»  ' 
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Chapitre  IV. 

De  l'Hyperbole^  ou  de  la  It^ne  qui  repréfente  la 
Sedton  d'un  Cône  coupé  par  un  plan  parallèle 
À fo»  axe , ou  même  de  manière  que  coupant  un 
féal  côté  dudit  Cône , il  puiffe  auffi  couper  l'au^ 
tre  étant  prolongé  au-deffus  de  fon  fommet. 

Définition  I. 

Soit  DE  une  ligne  droite  pr'tfe  pour  direélri- 
, ef  F un  point  hors  de  cette  lignes  La  //'- 
gne'Y.  D cjl  perpendiculaire  fur  DE.  Si  on  di- 
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j^u'on  trace  une  courbe  de  laquelle  ayant  mené  des 
* perpendiculaires  i DE  comme  d'autres 

lignes  à F comme  FM  , telles  que  E M fait  i MF 
♦ comme  p /*  q , cette  ligne  fe  nomme  Hyperbole  ; 
parce  que  l'on  démontre  qu'elle  a les  mêmes  fro- 
prietez  que  la  Seélion  Conique  de  ce  nom. 

PROBLEME  I. 

Trouver  tous  les  points  par  lefquels  paffe  cette 

Courbe. 

» 

Je  mene  A X parallèle  égale  à FA , 

& je  tire  une  ligne  indéfinie  de  parc  & d’autre 
par  les  points  L)lk.X.  Après  quoi  menant  libre- 
ment tant  de  parallèles  qu’on  voudra  is  D E, 
comme  P 0 ; pour  trouver  le  point  de  cette 
ligne  P 0 par  oîi  paüe  la  Courbe,  je  fais  un 
cercle  de/*’ comme  centre,  & de  l’intervalle 
P^.  Le  point  M,  oh  ce  cercle  coupe  PO , fe- 
ra le  point  que  l’on  cherche  ; car  les  triangles 
DAH & DPü  étant femblabies,  PO.  PD  AX. 
AD'.'.  q.p.Ox  par  la  conflruétion  P 0 = FM. 
^PD-=.EM'.DQVsQ.FM.EL\i'.'.  q.p.  Le  point 
M eft  donc  dans  l’hyperbole  par  la  Définition 
précédente. 

PROBLEME  II. 

Trouver  le  fommet  d'une  femblable  Courbe.,  qui 
lui  J oit  oppofée. 

En  confîderant  les  proprietez  de  cette  cour- 
be , on  peut  la  comparer  avec  une  autre  courbe 
oppofée  toute  femblable,  dont  on  trouve  le 
fommet  par  cette  pratique.  On  fai  t fur  Fû  l’an- 
gle D Fx  de  45  degrez , & du  point  oh  Fx 
coupe  la  ligne  indéfinie  XD , on  mene  une  per- 
pendiculaire fur//.  Le  point  a fur  lequel  tom- 
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be  cette  perpendiculaire , fera  un  des  points  de 
la  Courbe: car  Fax  étant  ifofcele,  axzziaF. 


Par  la  conftiuftion,les  triangles  xDa&iADX 
font  femblables  ; donc  aü.  ax  ou  a F:  : DA. 
AX  ou  AF.  Ainfi  aü.  aF:  : DA.  AF\  : p.q; 
T)oncaD.  aF:  : p.  ej.  Ainfi  le  point  a fera  celui 
d’une  Courbe  oppofée  & femblable , ayant  pris 
fa  — FA  ^ pour  avoir  le  Foyer/,  félon  la  Dé- 
finition fuivante. 


Définition  II. 

• La  ligne  Aa  s'appelle  Axe  traverfant  ou  Axe 
prolongé.  Le  poiu:  C ^ui  divife  en  deux  l'Axe 
' traverfant , fe  nomme  le  Centre 

Si  l'on  mtnétjpar  C une  perpendiculaire  B B, 
dont  la  grandeur  ejl  déterminée  par  un  cercle  de» 

lé  7 crie 


Digilized  by  Google 


Introduüion 

crit  du  pohft  de  l'intervalle  CF  ^ cette  ligne 
BB/<r  nomme  7’ Axe  conjugué. 

Les  points  F Çÿ  f font  les  Foyers. 

Les  perpendiculaires  menées  d'un  des  points 
des  Courbes  Jur  un  des  Axes , font  les  Ordon- 


nées. 

Les  AbfcilTe^yô;??  les  parties  de  ces  Axes  prifes 
depuis  leur  origine  jufqu' à la  rencontre  des  Or- 
données. 

Quelquefois  leur  origine  e[l  au  centre , Çjf  quel- 
quefois au  fommet  des  Hyperboles. 

La  troijieme  proportionnelle  aux  ^ux  Axes 
efi  appellée  Paramétré  du  premier  de  la  propor- 
tion. 


TheoremeI. 

L'Axe  traverfant  Ad.  eji  à F f,  intervalle  des 
Foyers  , comme  p q. 

Dax  & DAX  font  deux  triangles  femblablcs  : 
fi'-ure  précéd.  Donc //A.  ax::  AD.  Da.  Or 
'AX"=-AF^ax=zaF:  F)onQ  A F.  aF AD. 
Da.  Donc,  componendo  A ü — [-Da.  AD  ::  A F 
-+  Fa.  AF.  Mais  AF  Fa  = Ff:  car  AF 
x=z  qf&c  AD-i-Da  = Aa.  Donc  Aa.  AD:  : Ff. 
AF,  & A a.  ff:  : AD.  AF.  Or  AD,  AF,  ou 
A X:  : P>  q\  Donc  A a.  Ff:  : p.  q\  ce  qu’il 
falloir  prouver. 

T H E O R E M E JI. 


"ZD  ejl  une  troijieme  proportionnelle  C A Çj? 

C E.  figure  précédente. 

Puifque  les  Touts  font  aux  Touts , comme 
es  Moitiez  font  aux  Moitiez,  que  CF  eft  la 
noitié  de  F/,  A ell  la  moitié  de  A a: 
3onc  Ff  A a::  C F.  C A : : JfcA'.  AD:  donc 
r;  p\  CA::  CF— A X ou  AF.  C a— A D.  Or 

,C  F. 


: 
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CF-->ÂF:=:C  y1,^CA--ÂD=zCD.  Donc 
CF.  CA:  : CA.  CD;  ce  qu’il  falloit  prouver. 


Theoreme  I II. 

Le  quarré  d'une  Ordonnée  quelconque  PM  i 
P axe  Aa  traverfant , eji  au  reéiangle  de  AlP 
X P a Jyifties  de  cet  axe , comme  le  reéiangle 
AF  xF  d.  eJi  au  quarré  de  C A ou  C Z. 

Soit  CAz:zd,  l’Ordonnée  PM  = y , CP 
&.CF=g;  donc  figure  précéd,  lorfquc 
P eft  au-deflbus  ou  au-deffus  du  point  F,  P F 
^x  — g,oug — X.  L’on  aura  donc  Z) P = ;v 
* * 

car  par  le  Théorème  précédent  C D 


dd 


i 

di 


s Maisparlaconftruélion&parleThéo- 


dd 


lême premier ^d.gwx  — — . MF;  Donc 


MFz=.  ^ d*.  Si  le  point  P étoit  au-deflTus 

m 

du  point  Oj  alors  on  trouveroit  MF xx. 

■“4"  dt 

' — -X 

Il  faut  donc  prouver  que^y  ou  P AI  . xx 
.-.-ddi  ou  A P X.  P a : : gg  — d d , ou  AFxt  a. 
— ix  — * 

dd,  ou  CA  , ou  Ca  ; ce  qui  efl:  facile  : car  à 

X X 

caufe  du  triangle  reélangle  AîPF,  PM  =:  FAI 

— P/-  t,  c’ell-à-dire 5 en  termes  analytiques, 

yy^  —XX  —gg  —\-dd;ouon  multipliant 

de  part  & d’autre  par  iZ^;on  d.mei  yydd—ggxx 
: — ddxx  -ggdd-\-  d* , & remettant  les^termes 

qui 

♦ L.  %.  n,  6a,  f £.  4.  *.  7 • i. 
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qui  compofcnt  cette  égalité  en  proportion,  orr 
trouvera^)',  xx-^dd:  : x^~“dd.  dd,  ce  qu’il 
falloit  démontrer. 

Theoreme  -IV. 

Le  quxrré  d'une  Ordonnée  quelconque  P M i 
l'axe  Aa  ejl  au  reéiangle  des  parties  ^ cet  axe , 
J avoir  à APxPa,  comme  le  auarré  de  l'axe 
conjugué  BB  ejl  AU  quarré de  r autre  axé  A a. 
Môme  figure. 

Concevons  un  triangle  reébangle  ABC  ; félon 
la  Définition  de  l’axe  conjugué , AB  =z  FO , on 
a fuppofé  r C &.  AC  Md],  fuppofons  BC 
= é>.  Donc  ABU  étant  reétangle  A B :=zg  ; 
il  faut  que  hbc=.gg — dd*.  Orpart  Théorème 
précédent,  dd\  : gg  — dd^  ou  b h. 

dd.  Multipliant  bb  ^dd.  par  4,  ils  demeurent 
en  même  raifon  f.  Donc ^.xx~dd\  : 4^^. 4 dd. 
Ot  A y. P a=. XX— dd.  Donc  le  quarré  dey^ 
ed  au  reétangle  APx  P a,  comme  /\.bb , quarré 
de  l’axe  conjugué  5 ü ou  2 ^ , eft  au  quarré  4 dd 
de  l’autre  axe  A a égal  k 2 d. 

Theoreme  V. 

Lé  Paramétre  eji  au  diamètre  comme  le  quarré 
d'une  Ordonnée  quelconque  ^ ejî  au  reéiangle 
des  parties  de  cet  ax  e faites  pas  la  rencontre 
de  cette  Ordonnée. 

Soit  confervée  la  même  dénomination  des 
parties  que  ci-devant  & même  figure,  & ?» 
Ibit  le  Paramétré  de  l’axe  Aa,  lequel  par  fa 
X)éfinition'eft  une  troifieme  proportionnelle 
auxditsaxes;ainfi-fr»*.2^.  2d.  Mais  à caufe 
de  cette  proportion  on  aura»».  2/:  \\bb.i^dd\. 
Or.par  le  Théorème  précédent, 4 ^^eft à 4 
comme  le  quarré de  l’Ordonnée  efl  kxx—dd 

reftaU' 

» X.  4.  ».  7«.  t X.  a,  ».  J4,  4 X.  J,  ».  16,' 
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reftangle  des  parties  de  l’axe;  don  CW.  id\  : yy. 
xx—ddy  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Theoreme  VI. 

Les  quarrez  des  Ordonnées  font  entre  eux  comme 
les  reéiangles  des  parties  de  cet  axe'l  faites 
par  la  rencontre  de  ces  mimes  Ordonnées. 

Ce  qui  ell  évident , puifque  dans  quelque  en- 
droit que  fe  trouve  le  point  P,  le  paramétré  m 
efl;  au  diamètre  2 d,  comme  yy  quarré  de  l’Or- 
donnée eft  au  redlangle  xx  —dd^  ou  Ai-  y. Pet 
fait  des  parties  de  cet  axe  déterminées  par  l’Or- 
donnée. 

Theoreme  VII. 

Cette  SeB ton  Conique  qu'on  nomme  Hyperbole, 
À e!l  la  même  C ourle  ^ que  celle  qti'o»  vient  de 
^décrire. 


Soit  m On  un  Cône  coupé  par  un  plan , qui 

ren- 
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rencontre  aufTi  en  B l’autre  côté  « 0 du  Cône, 
proloi^é  ^u-deflus  du  Tommet  O.  Cette  Seftîoa 
^AR  fera  la  Courbe  dont  on  vient  de  parler , 
ou  cette  Courbe  efl  Véritablement  cette  Sec- 
tion du  Cône  qui  s’appelle  ILperbole. 

' Soit  imaginé  un  cercle  DME  parallèle  à mç»  , 
celui  de  la  bafe.  Leurs  diamètres  coupent  l’axe 
de  l’Hyperbole  aux  points  B&F.Les  li^nesMB 
& Fp  font  perpendiculaires  fur  ces  diamètres - 
aufli-bien  que  fur  l’axe  d’autant  qu’elles 
font  les  communes  Seftions  de  deux  plans  per- 
pendiculaires à celui  du  triangle  ; par  confé- 
quent  elles  font  des  Ordonnées  tant  du  cercle 

que  de  la  Courbe  Oy  MF  =DPxPE,ôc 

/■  f =:  r/iFx  Il  faut  démontrer  que  MP  , ou 
. y . * DP 

• i.J.».  30.6*20.  t ip.  ‘ 
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Z)  Px  P £ eft  à , ou  à fa  valeur  mF-x-nF) 
comme  AP  x P cS  eÙ.k  AF  x FB. 

Les  deux  triangles  ü A P ^mA  F font fem- 
blables.  Les  deux  triangles  Pii»,  P BE 
font  ferablables.  Donc 

mF.  DU  •’  fa.  PA. 
nF.  PE  ::  FB.  PB. 

Multipliant  chaque  terme  de  la  première  prô- 
portion  par  le  terme  qui  lui  répond  dans  la  fé- 
condé , les  produits  feront  en  proportion , é- 
tant  des  redlangles  dont  les  raifons  compo- 
fées  des  côtez,  font  femblables  *. 

DP  xP  E.mt  xnt’.'.  AP  x P B.  A F x FB. 

Donc  puifque  MPz^DPxFEi&,Fqz=: 
mF  X nF. 

MP.  Tq:  : AP  X PB.  AF,xFB  \ ce 
qu’il  falloit  prouver. 

Ave  rtissemeitt. 

-Si  P on  prolonge  le  côté  du.  Cône  ^ enforte  que 
Von  imagine  un  autre  Cône  opposé  par  le  fommet 
à celui’ci , il  efi  clair  que  Ji  Von  continue  le  plan 
coupant  , il  formera  dans  cet  autre  Cône  une 
SeJiion  femblahle qui  fera  V Hyperbole  oppofée. 

PROBLEME  III. 

Décrire  V Hyperbole  par  un  mouvement  continu* 

.Soit  AMX  \mo.  hyperbole  , figure  fuiiutnte. 
A eft  fon  fommet , '&  F fon  foyer.  B eft  le 
fommet  de  fon  hyperbole  oppôféc , qui  a f 
pour  foyer.  On  peut  concevoir  que  cette 
hyperbole  a été  décrite , ou  qu’elle  le  peut 
être  de  cette  maniéré. 

^ La 

^ P.  î.  77* 
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La  ligné  Cf  coupe  l’hyperbole  if  il/ A'  au- 
point  M.  Confiderons  cette  ligne  C/,  com- 
me une  règle  au  bout  de  laquelle  eft  attachée 
■ une  corde  dont  l’autre  extrémité  eft  attachée 
au  foyer  F.  Cette  règle  eft  fixe  par  fon  autre 
bout  au  foyer  de  l’hyperbole  oppofée,  au 
tour  duquel  point/  elle  peut  tourner. 

Concevons  cette  règle  dans  une  première 
fituation , couchée  fur  yf  fî , & la  corde  de 
telle  longueur  que  M convient  alors  avec  A. 
Mettons  le  doigt  au  point  ou  2V7,  & lais- 
fons-le  couler  vers  X en  faifant  tourner  la  rè- 
gle ; mais  tenant  toujours  la  corde  jointe  & 
comme  colée  contre  la  règle.  A mefure  que 
la  règle  tournera , le  doigt  confideré  comme 
une  pointe,  décrira  l’hyperbole  A MX.  ' 

C o- 


Rux  Sellions  Coniques.  Ch,  4/^ 

Corollaire  I. 

De  cette  eonfiruéiion  il  s* enfuit  y ayant  men!  de 

ehacfue  point  de  P Hyperbole  deux  lignes  droites 
aux  deux  foyers  F Çÿ  f , 4*  différence  de  ces 
deux  lignes  fera  toujours  la  mime. 

Dans  la  première  fituation  oii  M eftfur  A, 
la  règle  fur  A B on  fur  Ff,  il  efl:  évident  que 
la  différence  de  Af/avec  MFy  c’efl-à-dire,  Mf 
— MF  y AB  y puifque  FA  =/  B ; cette  dif- 

férence eft  toujours  la  même  dans  les  autres  ü- 
tuations.  Car  à mefure  que  la  règle  tourne,  & 
que  le  doigt  coule , la  corde  M F&la  partie  de 
la  règle  -t./s’alongcnt  également.  Ainfi  ces  deux 
grandeurs  confervent  une  même  différence. 

Corollaire  II. 

Une  hyperbole  fe  peut  étendre  ou  être  continuée 
à P infini. 

Car  fl  on  prolonge  à l’infini  la  règle  C/,  & 
en  même  tems  la  corde  TW  C , en  failant  tour- 
ner la  règle  , & continuant  de  preffer  la  cor- 
de comme  ci-deffus , on  prolongera  l’hyper- 
bole fans  fin.  Il  eft  évident  que  le  point  M 
s’éloignera  de  plus  en  plus  du  foyer  F,  à me- 
fure que  la  règle  fC  tournera. 

A V'E  R t'I  s s E M E N T. 
L'hyperbole  étant  prolongée  ^ continuée  â 
P infini  comme  on  vient  de  le  dire  y elle  s'appro- 
che de  plus  en  plus  d'une  certaine  ligne  droite , 
fans  jamais  la  rencontrer  \ ce  ejui  fait  cju' on  nom- 
me cette  ligne  droite  Pafympîote  de  P hyperbole. 
Ce  nom  qui  eft.  Grec  y marque  cette  propriété. 

PROBLEME  IV. 

D'un  point  quelconque  d'tme  Hyperbole , me- 
ner la  touchante  M T. 

Soient  /iài  B deux  hyperboles  oppofées.On 

a me- 
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Soit  pris  ME  égale  à MF.  Soient  encore 
d’un  point  quelconque  D dans  la -tangente 
MT  menées  les  lignes  D F,  Df  D E.  Les 
triangles  M FM  &.MEN  feront  égaux  ; com- 
me auffi  NDF&  NDE. 

Il  s’agit  de  prouver  que  le  point  D qui  efl: 
dans  la  tangente  MT,  n’efl:  point  dan?  l’hy- 
perbole; & qu’ainfî  cette  tangente  ne  la  tou- 
che point,  ouTie  la  rencontre  point  en  L>. 

Si  D étoit  dans  l’hyperbole , Df—  D F =.  Mf 
•—.MF,  parle  Corollaire  précédent.  Or  cela 

' n’eft 


^15*4  ' Introàuüion 

a mené  du  point  donné  M aux  foyers  F&/ 
les  lignes  mF,  Mf,  & divifé  l’angle  FMf  en 
deux  parties  égales  par  la  ligne  MT  ; je  dis 
que  cette  ligne  efl  touchante  ou  tangente. 


* 
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i’eftpas;cariW£  étant  pris  égale  à ÆT/'Vdonc 
Mf — ’ M i-  = Ef.  Et  puifqüe  E eft  égale  à 
Dl' , donc  D/=  E/— f-  D t\  Mais  dans  le  trian- 
gle D Lfy  les  côtez  D E & Ef  ptis  enfemble, 
lont  plus  grands  que  le  côté  L>/;  donc  D E 
furpaire'  ü E;  donc  le  point  D n’eft  point  un 
de  ceux  de  l'hyperbole  ; ce  que  l’on  peut  dire 
de  tout  autre  point  de  la  ligneilf  /',  autre  que 
ilfpris  au-dclTus  ou  au-delîbus  de  M\  donc 
cette  ligne  MT  ne  rencontre  l’hyperbole  . 
qu’en  un  point,  dont  elle  eft  touchante. 

Corollaire. 

Si  la  Courbe  AM  repréfettte  la  SeÜion  tTuu 
Miroir  hyperbolique  , ^ que  C M Joit  un 
rayon  incident  qui  tombe  fur  la  furface  concave  ■ 
de  ce  Miroir  au  point  M , partant  de  Q ^ ^ 
tendant  vers  le  foyer  f de  Hyperbole  oppofe'e , 
il  fe  réfléchira  en  F. 

L’angle  D MC  efl:  égal  à l’angle  EMN^  • 
égal  par  la  conftruébion  à iV71fF;ainfî  D MC 
cil  égal  à NM  F.  L’angle  d’incidence  C MD 
étant  donc  égal  à l’angle  de  réflexion  F MT, 
le  rayon  CAf  réfléchira  en  Fau  foyer  de  l’hy- 
perbole. Ce  que  l’on  doit  entendre  dé  tout 
autre  rayon  incident:  Et  c’eft  pour  cela  qu’on 
a nommé  les  points  F 6c  f,  les  Foyers. 

CE  s Courbes ^ont  un  yrand  nombre  d'autres 
proprietez,  que  l'on  peut  voir  dans  l'ex- 
cellent Traité  des  SeSiions  Coniques,  de  défunt 
JSlonfleur  le  Marquis  de  l'Hôpital. 

FIN. 


'TA- 
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TABLE 


Pli:  s PROPOSITIONS 

' des  Elémens  d’Euclide^avec  lès  lieux:  oii  el- 
les fe  trouvent  dans  cet  Ouvrage.  Le  pre- 
mier chiflte  marque  les  Propofitions  d’EucIi- 
de.  Le  l'econd,  qui  un  dt  chiffre  Romain,  in- 
dique le  Livre  de  cet  Ouvrage  oü  elles  le 
trouvent.  Et  le  troilieme  , dans  quel  nom- 
bre de  ce  Livre.  Les  Vil.  VllL  & IX.  Li- 
vres d’Kuclide  ne  regardent  que  fes  nom- 
bres , dont  il  ne  s’agit  pas  dans  la  Géome- 
‘ trie.  On  ne  les  cite  prefquc  jamais,  non 
plus  que  le  X.  Livre;  aidli  on  n’a  pas  cm 
qu’il  fût  utile  de  rapporter  les  Propofitions 
de  ces  Livres,  comme  on  l’a  dit  ailleurs. 
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thématiques, par  Mr.  de  Neufeglife,  2 vol. 
• 8.  avec  fig.  Lion  1700. 

des  Moyens  de  rendre  les  Rivières  Na- 
vigables &c^  Amft.  i6ç6.  fig. 


ICATALOGÜE. 

V. 

VltTHvius  Britanmeus,  OU  rArchitedure  Bri- 
tannique, contenant  les  plans,  éléva- 
tions «Sc  ledions  des  Bâtimens  réguliers, 
tant  particuliers  que  publics,  de  la  Grande 
Bretagne  , avec  de  grandes  planches  en 
taille  douce,  fol.  3 vol. 

Ufage  du  Pantometre , 12.  Paris  avec  fig.  . 
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